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y 言 


在 计算 机 科学 有 了 空前 的 发 展 的 时 代 , 对 数理 方程 
的 解 不 能 再 停留 在 研究 存在 定理 上 ,而 是 要 求 数值 解 , 这 
样 才能 使 数学 在 工程 应 用 上 出 现 一 个 新 局 面 . 陈 传 淡 教 
投 所 著 双 曲 型 穴 网 格 差 分 通 近 及 其 稳定 性 ,是 适应 时 代 
需求 的 著作 , 本 书 是 研究 双 曲 线 型 偏 微分 方程 差分 远近 
解 的 一 部 承前启后 的 著作 .他 将 国际 上 这 方面 学 者 Go- 
dunov — Ryabenkii, M. Ciment, H. O. Kreiss, J. Oliger, 
M. Goldberg 等 人 的 工作 作 了 条 统 的 综述 ,并 介绍 了 国内 
学 者 李 欣 恺 、 朴 致 淳 对 套 网 格 的 有 限 差 分 方法 , 陈 先生 在 
前 人 工作 的 基础 上 提出 了 多 重 套 网 格 问题 的 不 同 区 域 不 
同 网 格 及 不 同 差分 格式 的 简便 稳定 性 判别 方法 , 本 书 的 
特点 是 继承 前 人 结果 ,并 提出 自己 的 新 思路 和 方法 , 同时 
在 写作 上 是 由 浅 到 深 ,使 初学 者 容易 入 门 并 达到 纵深 的 
领域 .所 以 可 以 说 是 一 部 承前启后 的 著作 . 


李 文 清 
1993 年 10 月 6 日 
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要 给 定 若 干 人 工 边 界 条 件 . 由 于 线性 齐 次 常 系数 双 曲 型 方程 的 解 
沿 特征 线 的 值 为 常数 , 故 差分 格式 计算 时 , 它 对 于 人 工 给 定 的 初 边 
值 的 影响 非常 敏感 . 

此 外 根据 稳定 性 的 定义 来 判别 稳定 性 的 方法 是 比较 困难 的 . 
因此 寻求 简便 的 代数 判别 方法 成 为 一 个 很 重要 的 途径 .关于 这 问 
题 的 发 展 , 简 述 如 下 : 

(1) 首先 有 Godunov 一 Ryabenkii 判别 稳定 性 的 行列 式 条 
gk. 

(2) 以 后 有 M. Cimenttat 讨 论 了 关于 原点 两 侧 应 用 相同 或 
不 同 的 耗 散 格式 的 稳定 性 判别 方法 . 

(3) 以 后 有 H. O. Kreiss 等 人 的 若干 稳定 性 定义 及 判别 方 
法 ,ac 

(4) 以 后 J.Oliger 应 用 H. O. Kreiss 理论 讨论 了 混合 双边 
值 问题 的 稳定 性 判别 法 . te) 

(S) 以 后 有 M. Goldberg K E. Tadmor 发 展 为 同 内 点 无 关 
的 稳定 性 判别 法 的 简便 代数 形式 . (stone 

(6) 再 以 后 李 欣 恺 , 朴 致 淳 等 发 展 为 套 网 格 的 有 限 差分 方 
法 , 即 对 于 两 个 不 同 区 域 作 不 同 网 格 的 划分 ,选用 相同 或 不 同 精 度 
的 差分 格式 . 得 到 了 判别 稳定 性 的 若干 简便 的 代数 形式 .5 

(7) 最 近 陈 传 淡 又 发 展 为 双边 值 问题 稳定 性 判别 方法 的 代 

— 1 — 


数 形式 .22 此 后 更 发 展 为 对 于 多 重 套 网 格 问题 的 不 同 区 域 不 同 网 
格 及 不 同 差分 格式 的 稳定 性 的 简便 判别 方法 .9295 

本 书 限于 讨论 常 系数 适 定 的 双 曲 型 偏 微 分 方程 初 边 值 问 题 差 
分 逼近 以 及 多 重 套 网 格 差分 方法 稳定 性 的 简便 判别 法 则 , 这 种 方 
法 的 特色 是 切实 可 行 ,方便 于 应 用 . 此 外 本 书 中 所 考虑 的 初始 函数 
一 般 均 假定 具有 某 光 滑 阶 数 的 已 知 函 数 . 
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第 一 章 “计算 边界 条 件 及 其 
稳定 性 判别 法 


8$1 运输 方程 计算 上 的 边界 条 件 


本 节令 述 关 于 单个 未 知 数 u, 一 个 空间 变量 x 在 定义 区 域 D 


上 的 常 系数 适 定 的 运输 方程 

Du/3=cau/3x (c2>0) D((x ,t) ;0<x<1,0<t<T) a S 
的 双边 值 问 题 

u(x,0)=9(x), (0<x<1) u(1,t)=9(t). (0<t) (1.2) 
这 个 方程 的 解 可 表示 为 : 


aQ 0 2 [Gs i (1.3) 
gx— 1)/c + t). x > 1 — ct) 
令 dx/dt = —c, W| 2/2 — cài/əx = ài/% + (Əu/Əx) (dx/dt) 
一 du/dt=0, 故 沿 dx/dt= —c 的 积分 曲线 x 十 ct 一 常数 上 ,u 为 常 
数 . x 十 ct 二 常数 称 为 (1. 1) 的 特征 曲线 . 在 这 个 问题 中 , 左 端 x=0 
处 的 u 值 依 初 值 而 确定 .但 车 在 x=0 处 给 出 另外 边 值 , 一般 说 来 
就 会 由 于 条 件 过 多 而 无 解 .因此 必须 采用 单 向 的 差分 格式 
(u(x,t+k)—u(x,t))/k=c(u(x+h,t)—u(x,t))/h, (1.4) 
36 HJ rE x=1 处 的 边界 条 件 , 解 即 唯一 决定 . 
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此 后 均 设 上 为 空间 网 格 的 步 长 ,xi 一 jhik 为 时 间 网 格 步 长 ， 
ts 一 nk.u(xv,to) 一 uCvyh,nk)==us.us 是 离散 网 格 函 数 的 集合 . 此 后 
我 们 假定 当 u(x,t) 视 为 网 格 函 数 时 , 即 指 它 在 网 格 点 (x,,t,) 上 的 
值 u(x,,t,) 和 集合 全 体 . 

对 于 离散 的 序列 人 (4) 二 {uoyu1,… ,uw,"…) 其 内 积 及 范 数 定义 为 


vas PT vje h;lulši=(u,uy . 
定义 1.1 ”如 果 对 于 任意 t=: nk 及 初 值 v(x,0), 存 在 一 个 
常数 K 同 k 无 关 , 满 足 关 系 式 
væ lis < Kl vO l, ， 
则 差分 逼近 式 称 为 稳定 的 . (又 称 为 柯 西 稳定 ) 
如 果 对 x 的 微 商 采用 中 心 差 商 格式 ,例如 使 用 Lax 一 Wen- 


droff 格式 ， 
u(x,t--k)=L._u(x,t)=[[-+X(E—E :)/2 
十 NE 一 21 二 ED)/2]u(x,t). Q =ck/h) (1.5) 


HPE 为 x 方 向 位 移 算 子 . 那 末 , 若 在 x=0 处 ,不 给 值 即 不 能 解 ， 
这 称 为 计算 上 的 边界 条 件 . 正如 同 前 面 所 述 ,事先 是 不 知道 的 . 因 
而 在 计算 上 所 必须 的 边界 条 件 如 何 给 定 ,还 是 有 待 解 决 的 问题 . 因 
此 先 要 研究 用 某 些 方法 给 出 的 边界 值 时 ,对 于 收敛 性 、 稳 定性 有 什 
么 影响 ?一般 说 来 稳定 性 同 范 数 有 很 大 关系 , 现 讨论 L; 范 数 . 设 对 
Fx- <x ë X 88 v(x) 的 范 数 为 

lv: = È anih <+ =. (1.6) 


对 于 一 w 格式 ， 算 子 L. 由 (1. SEX, 那么 用 付 氏 分 析 法 : 
Vx5t) 二 ula,t)e“ 代 入 (1.5) 得 ula,ton1)= 二 A(a,t)ula,t,) 其 中 
A(a,t) 称 为 增长 因子 ,i= 二 工 ,经 过 计算 得 
A(a,t) = ] — iìsinw — 和 2(] — cosw), (w = ah,À = kc/h) 
(1.7) 
= 2 一 


HH (sin2e) /2+-2sin*(o6/2)= 1—cosoe 代入 得 
1AGa,t)1 = 1 — 4(kc/h32(1 — (kc/h)?)sin' Cw/2). (1.8) 
由 此 可 知 , 若 
À = kc/h < 1, CLOSY 
则 就 具有 关于 纯 初 值 问题 的 稳定 性 . 
对 于 (1. 5) 的 初 边 值 问题 为 : 
u(x,t+k)=L.u= [1+A(E—E :)/2 
+XE—21+E ')/2Ju(x,t)., (1. 10) 
u(x,0)=Íf(x).,u(0,t)=H(t),u(1,t)= (t). (1.11) 
这 里 给 定 的 函数 H(t) 是 在 计算 上 必须 引入 的 边界 值 , 设 它 为 有 界 
的 
IHO < Ho. (常数) (1.12) 


$2 由 计算 上 边界 条 件 引起 的 不 稳定 现象 


现 用 例 说 明 由 于 计算 上 边界 条 件 的 某 些 给 法 ,将 会 发 生 不 稳 
定 现象 .在 区 域 D: {x 之 0,t 之 0) 上 考虑 运输 方程 式 ， 
a/r = à /Qx, (2.1) 
u(x,0) = f(x). (2.2) 
REOEL AP | 1: = [IA laz < so) 这 个 初 值 问题 的 
解 为 
u(x,t) = f(x + tD. (2.3) 
它 沿 特征 线 x+t=c 使 解 取 f(c). 因 此 在 (x==0,t 之 0) 上 不 需要 任 
何 边界 条 件 . 
现在 用 蛙 跳 差 分 格式 LF 解 此 问题 ， 
一 - 3 一 - 


(u(x,tF-k)—u(x,t—k))/2k=(u(x+h,t)—u(x—h,t))/2h, (2.4) 
u(x,0) = f(x), u(x,k) = g(x). (2.5) 
这 是 三 层 格 式 , 因 而 必须 在 t=0, 及 t=k 处 给 定 初 值 ,在 上 式 
中 必须 适当 地 定 出 g(x). 例如 可 用 格式 
uCxok)=u(x,0)—Xu(x+h,0) —u(x—h,0)]/2. Q=k/h) (2.6) 
于 是 ,现在 的 问题 是 必须 在 x= 0 处 再 给 出 某 种 边界 条 件 . 这 称 为 
计算 上 的 边界 条 件 . NH: 
u(0,t) = Bu(h,t) (2.7) 
来 给 出 ,在 考虑 稳定 性 时 ,对 纯 初 值 问题 至 少 要 满足 下 列 Von- 
Neumann 条 件 : 


入 = k/h <1. (2.8) 
u =reh i= V 一 1) 代 入 (2.4) 得 
z? — 2ziàsin(mh) — 1 = 0. (2.9) 
解 得 
z = iàsin(mh) + VI — NsiniCmh). (2.10) 


要 使 |z| 二 1, 其 条 件 为 <1, 即 (2. 8) 成 立 .但 对 于 初 边 值 问题 建 
立 有 边界 条 件 时 ,在 边界 上 也 要 满足 稳定 的 条 件 , 现 先 叙述 这 些 条 
件 :( 证 明 见 后 ) 即 Godunov 一 Ryabenkii 判别 稳定 性 条 件 ， 
定理 1 (utd BERRAK L, 空间 中 网 格 函 数 , 要 使 
差分 格式 (2. 4) ,2. 5) 及 边界 条 件 (2. 7 稳定 , 它 就 不 能 有 下 列 形 
式 的 解 ; 
uCxiyte) = z"d;> (x, = jh,ts = nk, p; Æ 0) (2. 11) 


lz > 1 leli = S'ipih< o. (2.12) 
上 述 条 件 显然 是 必要 的 ,因为 若 有 此 形式 的 解 , 则 取 
u(x;,0) = h, u(x;,k) = zh u(x;i,nk) = z"9,, |z| > 1, 


那么 就 会 得 出 按 指 数 增 长 的 解 ,因而 是 不 稳定 . 
一 一 4 — 


Godunov-Ryabenkii 判别 稳定 性 条 件 的 代数 形式 : 
定理 2 — iu(tx,t,—-k)=Qu(xi,t,) (2. 1), (2. DAA 


逼近 ,其 中 Q 为 线性 算 子 . 其 边界 条 件 为 vtt) 一 2 CV: Cta). 
用 付 氏 分 析 法 , 即 用 uc t= u 代入 差分 格式 后 得 到 特征 方程 
A Plp,2)=0. 3} F |2] >1, WE lu, SIARA NR) u, 的 线 
性 组 合 , 组 合 系数 为 [o]= losso) BD u O ta) = zp 


p= 22 Peo BER PCA oj 的 双 线性 代数 多 项 式 . 把 它 代 
入 到 边界 条 件 后 得 J](z)o==0, 其 中 ](z) 为 r MER. 车 DetJ(z) 天 0 
(|zl 之 1) 则 差分 格式 为 稳定 . 

注 一 。 Det]J(z) 关 0(|z| 之 1) 称 为 Godunov-Ryabenkii 判别 
稳定 性 条 件 的 代数 形式 ， 

注 二 上 述 二 个 定理 就 是 $4 定理 1 的 原始 形式 ,证 明基 
本 上 相同 ,为 了 避免 重复 ,这 里 只 举例 说 明定 理 的 应 用 ,证 明 从 略 . 
(参看 018 8. 2) 

@ i%lz|>1,.JE u(x;, t.) =z"p 代入 (2.4) 得 特征 方程 式 
为 

(z: — Dy; = Ms — j-i). (2.13) 
i $i =u 得 特征 方程 可 书 为 形式 
P(g,z) = pœ — p(z — 1)/(Qz) — 1 = 0. (2.14) 
故 册 的 一 般 解 可 书 为 形式 ， 
$i = api + ah, (2.15) 
这 由 (2. 15) 回 代 到 (2. 13) 即 可 知 满足 原 方程 ,其 中 mp 是 
(2.14) 的 两 个 根 , 即 : 
p= (Z — 1)/(2)z) + VI 十 〈( 开 一 1704N25 (2.16) 
由 于 和 <1, 故 当 |z|>1, 及 wp 一 一 1 故 有 
-一 5 — 


lel > 1,.|m i < 1. (2.17) 
若 沿 实 轴 z->oo 时 , 则 对 于 这 样 的 z, 由 (2.16) 中 有 一 根 逐 渐 增 大 ， 
而 另 一 个 根 趋 于 零 . 在 另 一 方面 ,在 (2. 14) 中 ， 由 于 和 入 1 若 限 制 
|z|=1 Bl z=e%# g=i(sin0)/X+ /1—sin:!0/M 34 A> jsin8| 时 ,有 
n=e*B048. EH |z| >1 时 必 不 能 有 |p|==1 的 根 ,这 是 因为 把 (2. 
14 ) 书 为 形式 2 一 Xz(p 一 1/p4) 一 1 二 0, 若 p==er, 则 变 为 z? 一 
2iAzsiny 一 1==0, 即 z==iAsiny 土 V1 一 Nsin 足 由 于 |Xsiny | <1, RUU 
有 |zj=1. 因 此 得 当 |z|>1 时 , 必 有 一 个 上 绝对 值 大 于 1, 另 一 个 
绝对 值 小 于 1, 没 有 |p|=1 的 根 . 从 而 可 得 到 结论 ,|p | 过 1 的 根 
个 数 不 变 . 因此 使 | ,过 十 的 通 解 为 : 
$ = api. (2.18) 
又 由 于 要 满足 边界 条 件 (2.17) u0.) =Bulh,t). RÝ usta) = 
z'bi= zam) 代入 后 得 


aB- 1) = 0. (2. 19) 
由 此 , 若 |B| 委 1, 则 上 式 必 不 能 满足 (除非 a 一 0). 因 此 若 |jz|>1 
时 ,只 有 a 一 0, 即 不 存在 形式 (2. 11), (2. 12) 的 解 . 换言之 ，Go- 
dunov-Ryabenkii 条 件 为 满足 的 .因此 这 条 件 又 可 叙述 为 下 列 的 
代数 形式 : 

IB| 1. G RB — 1 0) (2. 20) 
EKE B< — 153 B>A + VIFA BT, EJ Hj R H W E (2. 14), 
(2. 18) 的 z( |z > DAMER REH. 34 B=1 时 边界 条 件 化 为 

u(0,t) = u(h,t). (2.21) 
这 就 是 通常 的 外 推 方法 .由 (2. 20) n] Sl Godunov-Ryabenkii 条 件 
是 满足 的 . 但 是 必须 在 L: 函数 空间 中 讨论 此 问题 . 否则 Godunov- 
Ryabenkii 条 件 虽 满足 ,并 不 一 定 为 强 稳定 的 . 现 举 二 例 说 明 ; 
例 1 解 下 列 蛙 跳 (LF) 差 分 方程 的 初 值 问题 : 
Fe 


ult + k) =u(x,t —k) +u +h,) — u(x — hst), 
(2.22) 
u(0,t) = uCh,t)， 
É 
, x= 0,h, 
saa Yb, =Q (2.23) 
lo x>h 


在 这 特例 中 , 取 Mh=1,nk=1, MH i$ =k/h=1,M =n. n 为 时 


间 步 数 . 利用 边 值 条 件 (2. 21),(2. 22) 计 算得 结果 ; 


由 此 得 ,格式 (2. 22) 在 初 值 条 件 u(0,t)==u《h,t) 之 下 u(x,t) 
的 值 只 能 取 为 零 或 土 1/ Vh. 并 在 x 之 t 时 恒 为 零 . 0<x<t 时 ,lu 
1|=1/ VF , 故 有 

lutw) i= n, | ultu) |, = Vn = /T/k.(M = n) 
当时 间 步 长 k 减少 ,尽管 初 值 | uC0) 上 ,= V3, 差分 解 的 L; 范 数 
EU O71038 <. 换言之 , 当 蛙 跳 格式 应 用 边界 条 件 (2. 21) 后 解 
的 范 数 是 关于 hi= Vn 的 多 项 式 增长 ,这 不 是 强 稳定 , 称 为 弱 稳 
定 , 原 因 是 此 时 vu 不 属于 L: 中 . 

例 2 区 间 0 委 x 委 1 中 的 蛙 跳 格式 LF 

< g Pr 


在 应 用 下 列 蛙 跳 格式 求解 时 ， 
u(x,t + k) = u(x,t — k) + u(x;,ist) — u(x 1t), 
(0<x;,<1) 
u(x,0) =: f(x), u(x.k) = g(x), u(0,t) = u(h,t), 
u(1,t) = 0. 
(2.24) 
这 时 是 不 稳定 的 . 由 于 这 格式 在 x= 1 给 定 一 个 边界 条 件 uCl,t) 
=0, 它 是 计算 上 的 边界 条 件 , 它 也 是 使 格式 不 稳定 的 因素 . 下 面 是 
不 稳定 性 的 分 析 , 应 用 上 述 的 付 氏 分 析 法 , 设 通 解 为 p= a, 
+a, u(x;it,)=z"g=z"(a,l +a) RAR u(0,t)=u(h,t), 
u(1,t)=u(Mh,t)=0 fB 
ailm, — 1) + a:(p: — 1) = 0, a, +a, = 0. (Mh = 1) 
(Q: 255 
W#a, = / 代入 上 式 得 
ai” + a,(— D“ = 0. a,Gm = 1) + alp — 1) = 0. 
(2. 26) 
可 知 若 ai,a HEFE ERIA 
paga | s IC Sor. Ean 
|la-1 , =~ (+1/p)) 
BD (1 +p) pit I (— 1) (1— 4). 注意 ,这 表示 Godunov- 
Ryabenkii 条 件 并 不 满足 . 
由 上 式 可 知 只 在 M 为 偶数 及 py, 过 1 时 上 式 有 解 . MO p= 
一 Ee, 代入 (2.27) 得 (2 一 e) 0 —e)™ =e, BP In2+in (1 一 e/2) 十 
(2M 一 1)In(1 一 te) 二 Ine. 但 是 1n(1 一 e) 二 一 e 十 e:/2,1In(1 一 /2) 二 
一 e/2 十 e:/8 代 入 得 = 一 lne /2M 十 In2/2M 十 O(e*) 故 得 
< 一 一 Ine/2M + O(1/M) + Oce). (2. 28) 
这 是 因为 In2--8/2-- (2M- 1)e=Ine,(2M-—1/⁄2)s=ln2+Int + 
— 8 = 


Oce), BP e= In2/(2M —1/2) —Ine/(2M —1/2)+0 (6), 34 M 很 
大 时 , 略 去 1⁄2 即 得 上 式 ,反复 迭代 后 得 
< 一 一 (1/2M)ln[ 一 (1M2M)ine] + O(1/M) 十 OCG) 
= (1/2M)InM -- (1/2M)lnln( 一 £) + O(1/M) + Ole) 
《172M)inM -- (1/2M)IninM + Ote?) + O(1/M) 故 得 
e= (1/2M)InM + O¿((InInM )/M). (2. 29) 
再 由 = 1—E= 得 到 
p =: 1 - (InM)/(2M) + O((InInM)/M). (2. 30) 
HADMA DiR Al -1)z/n—1=0fE u—l/u 
二 一 26, 故 得 z? 十 2eXz 一 1==0, 故 得 z= e VI FRE = 一 1 一 )e 
十 MXze:/2 一 一 1 一 Xe 十 … 再 把 (2.29\ 代 入 得 
z =-— 1 -— (klnM)/2 + O ((IninM)/M). (2.31) 
故 得 |s|" = etos =e ta lO 1/My 2 一 A/M) /=h- š (Mh=1) 
故 相应 解 u 一 z"(ai 由 十 as 由) 的 范 数 为 
luct) lla = OCh s%). 
故 为 指数 式 增长 . 这 时 不 稳定 的 原因 由 (2. 27) 可 看 出 是 Godunov- 
Ryabenkii 条 件 不 满足 . 


§ 3 波动 方程 的 初 边 值 问题 


为 了 介绍 稳定 性 理论 , 现 考虑 简单 的 波动 方程 
Aa = Al/3x,A = | 人 (e >0),u = (uu). 
i 9C 
(3.1) 
另外 ,所 考虑 的 问题 是 在 四 分 之 一 空间 x 之 0 及 t 之 0 中 .在 x=0 
处 ,考虑 必要 的 边界 条 件 , 由 (3.1) 可 知 
— 9 — 


ài,/% + cM/ = 0,Əi,/@& — cauy,/Əx = 0. (3.2) 
关于 u, 的 方程 ,其 特征 线 为 x 十 ct 一 常数 , 它 是 沿 x 的 负 方 向 以 速 
B£ c 传播 的 运输 方程 .合理 u, 的 方程 其 特征 线 为 x 一 ct 二 常数 , 它 
是 沿 x 的 正方 向 以 速度 传播 的 运输 方程 . 因此 在 边界 x=0 处 不 
给 值 不 行 , 现 考 虚 齐 次 边界 条 件 : 
(0,t) = ou,(0.r). (x = 0, 为 常数 》 (3; 33 
如 上 所 述 , 因 为 us 的 边 值 由 初 值 决 定 ,再 由 (3. 3) 定 出 u 的 初 值 ， 
从 而 定 出 u, 在 区 域内 的 值 . RG 3) 相 当 于 
(1 -op (O +a = 0. (3.4) 
由 此 可 知 
2=- 1], p= Oa == 1, $ = 0. (3.5) 
设 初始 条 件 为 
u(x,0) = f(x) = [f(x),f:(x)]， (x>0) (3.6) 
我 们 用 Lax-Wendroif 格式 来 解 此 问题 : 
utt + k) =L.u(t) = [I + XAA(E — E !)/2 
HPA? (E — 21 + E-')/2Ju(t). (3.7) 
Jti ult) = u(x.t)=[u (x,t),u,(x.t)] , A=k/h<1/c. 此 时 边 
界 条 件 及 初始 条 件 可 书 为 形式 : 
u,(0,t) = aus (0,t), utx,0) = f(x). (3. 8) 
但 是 格式 (3. 7) 如 果 不 用 某 种 方式 给 出 u(0,t), 则 不 可 能 求 出 计 
算 解 .例如 要 用 下 式 作为 边界 计算 条 件 : 


u,(0,t) = Bu,(h,t). (3.9) 
现在 寻求 Godunov-Ryabenkii 条 件 , 设 
ul(xi'te) = z"ç(x,), 9 = [pp]. (3. 10) 
代入 到 (3.7) 得 zi9(Cxo) 王 zL.9(Cx), 即 
zg(x) = L.9(x). ca. i1) 


展开 之 得 
= 16 2: 


@%(x)] AD) Af c,.0] [Pi (x...) 一 mx 1) 
z -1 > 十 一 j 

P (x,) px)) 2) oei lpr) 一 Ga) 
入 ed 一 29(xi) + @,(x,..,) ) 


> 2 ， (3.12) 
Ose?) (POG) — 2@;(x;) + P-a) 


2 
即 
zex) =p Cx) —Xc[@ (x;.,)— p (x,..,) J/2— tc? [g  (x,. ,) 
一 2p:(x) 十 (xi-1)]/2， 
Z: (xi) =@(x;) +)c[@;(x;,i) — P: (x,-,) J/2+ Nc [p(x;-1) 
一 29:(xi) 十 (xi-1)]/2. 


(3.13) 

令 fx) 一 则 ,9:(xi) 一 以 代入 上 式 得 ， 
zy, = p, — Àc(ut — 1)/2 十 和 zc — 1)?/2; 
人 1)/2 十 ìà’? (m, — 1)?/2. sa 


设 上 式 的 两 根 各 为 (ua ,pz),(Cpavpz) 则 (3. 11) 的 通 解 为 : 
P(x) = [af + av): bih 十 bape]. (3.15) 
Godunov-Ryabenkii 条 件 :在 1: 的 函数 空间 中 ,对 于 差分 格 
式 (3.7) 的 初 边 值 问题 ; 
u(t +k) = (I+2AGE-— E 1)/24 XA?E — 2 + E-1)/2Ju(t), 
as = au,(0,t),u;,(0,t) = Bu,(h,t). 
(3.16) 
的 解 (3. 15). 3} F |z|>1,3 A (3.15) RUX FE Py tt GEE A K 


19 i= 27 190) jh<co 的 解 不 存在 . 

对 于 |z| 之 1, 考 察 (3. 14) 的 特征 值 ,可 证 明 下 列 结果 ; 

定理 1 设 方程 (3. 14,,;) 的 特征 值 分 别 为 payfaz 及 pa» 
kn. 对 于 >0 满足 下 列 关系 : 


(pal < 1,(|z| Z 1.zZ£ ln = 1,G = 1); 
p21+8 (zl 
(3.17) 
lpal S12] > Difel >11 dz| 22 1,z #1), 
T = 1. (z= 1) 
(3.18) 
证 由 于 (3. 14) 为 耗 散 格 式 , 故 当 |p|==1,p 关 1 时 ， 
|z|<1. 因此 得 当 |z| 之 1,z 关 1 时 不 可 能 有 |p|==1 的 根 . (=l, 
=1 除外 ?由 (3.14) 当 |z| 一 co 时 , 必 有 一 根 uw 一 0. 故 由 根 关于 系 
数 的 连续 性 ,可 知 有 一 根 |pn | 过 1. (1z| 之 1,z 闫 1) 而且 可 证 当 z 由 
lz|>1 È T 1 BF ua 1. ËH napa = (1+2c)/(1—à)c)>1 可 知 
lul 21+, |2| 21. (3. 17) BE IE. 由 (3. 14) BJ 8 pu ns E. 29 HAK 
关系 ,由 此 立即 得 到 (3. 18). 定理 1 证 毕 . 
由 (3.14) 展 开 后 得 
(XOQc— Du + 2(1 — z — XM)pn+A+1)= 0. 
Acc + Da + 2(1 — z — Met), 十 )c(Oxc — 1) = 0. 
(3.19) 
又 可 书 为 形式 : 
Bi + 2(1— z — REAA — lD), + Qe + D/O — 1) = 0, 
oo 一 Xecz)/(Oc(xc 十 1))p + Qc — 1)/Qe + 1) =0. 
(3.20) 
由 (3. 19),(3. 20) 两 式 可 知 pipi p22,pwy 是 互 为 倒数 关系 . 再 由 
| angal = Q +c)/A A01 A enal <1 fln: |2>1+8 
之 1. 因 此 当 |zi>>1 时 ,为 了 使 (3.16) 通 解 满足 上 9 上 ,过 十 oo. 我 
们 必须 只 选取 小 于 1 的 特征 根 . 由 (3.17),(3.18) 可 知 (3.15) 中 系 
数 az ,b: 必 为 零 . 故 有 
一 12 z= 


ex) = {ai (nulz) V.b, (a(z) Y). (3. 21y 
为 了 满足 条 件 u, (0.t) == eu, 0.t),u,(0,t)==Bu,(h.t). fü (3 21) 
代入 得 

a, — ab, = 0, 1 —a Jfa) 

X 一 Bpa)b, = ,或 |。 1 一 网 

由 此 马上 可 知 由 于 1z|>1, jl< 1 一 3 如果 选 取 18| 科 1, 则 

(3. 22) 的 第 二 条 件 即 不 满足 .这 时 只 有 a =b,=0,8k2384 |z | >1 时 

不 存在 形式 为 u(xi'te) 一 zg) 的 解 . 这 就 是 Godunov-Ryabenkii 条 
件 . 这 个 条 件 的 代数 形式 为 


1， | 
0, ) G. 
PAE Ba (zy) * (lzl| > 1)》 (3.23) 


一 0， (3.22) 


DetJ(z) = pe 


或 书 为 形式 


181 < 1. (3. 24) 
在 |z| 之 1 时 ,由 (3.17),(3.18) 可 知 当 |z|>1 时 , 通 解 (x)EL:， 
这 是 因为 | 1<l,lxal<1 一 5, 而且 当 |z|=1,z 天 1 时 ,也 由 
GID BIDHA pal<, laal<1—3. ñ: lz] 21.1 时 
虽 有 |1B| 委 1, 也 不 允许 有 满足 边界 条 件 的 非 零 解 . ( 因 a =b,=0) 
现在 令 z-*1, 由 (3.21) 可 知 
p21) = {ap AY, biua (1). (3. 25) 
但 由 (3.17),(3.18) 可知 这 时 ps(1)=1. 因 此 要 使 1913 属于 
Ls, 必 有 a 二 0, 因 此 在 1B| 志 1,z=1 时 形式 为 (3. 25) 的 有 界 解 也 
必须 不 存在 (a ==:0). 综合 上 述 分 析 得 
定理 2 在 条 件 |B| 二 1 下 , 若 不 存在 下 列 的 非 零 解 ， 
Ok|>1,2#41 AF L: 的 解 (3. 21). 
@©z=1 时 属于 L; 的 解 (3. 21). 
则 差分 格式 (3. 7),(3. 8),(3, 9) 为 稳定 . 
一 13 "y 


= 本 定理 与 8$ 2 定理 1 及 定理 2 同 是 84 定理 1 的 原始 
形式 ,为 了 避免 重复 ,只 证 8$ 4 定理 I REAR. (参看 n1 8 8. 3) 


$4 一 般 双 曲 型 方程 组 初 边 值 问题 的 
稳定 性 理论 


现 考虑 常 系数 一 阶 双 曲 型 偏 微 分 方程 组 
lA = Am/ax,， “x > 0,tZ 0) (4.1) 
HP u t= uat) ,um(x,t)] 是 实 变数 (x,t) 的 向 量 函 
数 . A 为 n 阶 常 矩阵 .一 般 均 假定 为 对 角 阵 ,对 于 此 模型 问题 一 般 
作 下 列 假定 : 
假定 1 。 A 为 非 奇异 对 角 阵 ,未 知 函数 uw (x,t) 已 次 序 化 
使 A 具有 下 列 形 式 : 


a 0) a, 0 
IA' 0 
= | |: = .A' = » (4.2) 
vi R 
0 a ! 0 a 
其 中 
a, S{ a, < ** < ar < 0 < ary < ° <a,. (4.3) 
现 研究 (4. 1) 的 初 边 值 问题 的 差分 方法 ,并 设 初 值 为 u(x,0) 三 { 
(x) 而 边 值 条 件 已 知 为 
u'(0,t) = Su! (0,t), (4.4) 
Ep uut 3k A 的 分 部 而 定义 的 . 即 
u! = UD a -= (udrDy yu ) 


S 为 已 给 L，(n 一 L) 和 矩阵 . 已 知 在 L; 空间 中 ,上 述 问题 是 适 定 , 即 
若 微 分 方程 对 于 所 提 的 初 边 值 问题 的 解 是 存在 而 且 唯 一 , 则 称 为 
适 定 的 问题 . 


$541 若干 假定 与 定理 。 现 用 差分 方程 解 上 述 的 初 边 值 
问题 . 引入 时 间 步 长 k> 0 及 空间 步 长 h>-0. 把 x 轴 分 割 为 长 为 h 
的 若干 区 间 , 设 kh 一 和 为 网 格 比 . 并 用 记号 x, = uh, v, (t) 
=v (x,t). 现 用 下 列 相 容 的 常 系 数 线性 差分 格式 逗 近 微分 方程 
(4. 1). 

Vt+k) = Qv,Gt),v,(0) = f.,(v = 1,2) 
(4.5) 
ae SAE sEV, == Vogg s 
其 中 Q 是 党 系数 线性 算 子 ， Ai 是 n 阶 常数 矩阵 ,一 般 是 A 的 多 项 
式 . 应 用 付 氏 分 析 法 ,( 或 用 小 =z"x’ 代入 (4. 5)) 得 特征 方程 式 


Pz,x)=z 一 27 Ax'=z 一 Q(x)=0, 其 中 A 为 矩阵 ,x 为 标量 . 今 
后 均 用 P(z,x)= 0 代表 基本 内 点 格式 的 特征 方程 . 
假定 2 设 p 之 ],A,,A-, 非 奇 . 
设 : 
QG) = Sae, ER, i= V 一 1,x 二 e*) (4.6) 


表示 Q 的 增长 矩阵 此 后 常 把 格式 Q BARER v =z 后 所 
得 的 格式 用 RR IIFA MER: 

假定 3 ”存在 一 个 常数 ?>0 及 一 个 自然 数 s 之 0, 使 对 于 一 
PRE OSIEA H EADH E ORERE 

la(@01|<1— It», (4.7) 

满足 上 述 假定 3 的 差分 逼近 (4. 5) 称 为 耗 散 . 由 于 差分 格式 的 增长 
和 矩阵 Q(e) 的 特征 模 小 于 1, 因 此 误差 不 会 无 限 振动 , 故 称 为 耗 散 . 
关系 式 (4.7) 又 可 述 为 对 P(z,x) 一 0 的 解 满足 |x|=1,x 关 1=> |z] 
<<1, 其 中 >" 的 意义 为 “可 推出 ” 

称 差 分 格式 为 丁 格 式 : 若 特征 方程 式 P(z,x)? 王 0 的 根 满足 关 
系 |x|=1 二 |z|=1. 


假定 4 ROIS. 

这 个 假定 保证 了 差分 格式 (4. 5) 对 于 纯 初 值 问题 为 柯 西 稳定 ， 
(定义 见 $ 1 中 定义 1.1) 它 又 可 述 为 对 于 特征 方程 式 P(z,x)=0 
的 解 满足 关系 : 若 ixi= 二 1 二 >1z1 志 4, 者 混 合 初 边 值 问题 稳定 , 则 必 
要 条 件 为 纯 初 值 铝 题 稳 定 .因为 可 以 视 为 一 个 边界 趋 于 oo 而 得 到 . 

由 (4.5) 所 定义 的 Q, 因 此 只 有 在 边 界 上 的 V,,v=0, 一 1,… 
一 r 十 1 的 值 给 定 后 ,才能 应 用 . 因此 边 值 条 件 具 有 形式 : 


VO OCD). v=0, = ses — r+ 1 (4.8) 


i~i 


其 中 C E n 阶 常数 矩阵 这 类 的 边界 条 件 又 称 为 由 外 推 法 而 得 到 
的 边界 条 件 . 

假定 5 浅 分 格式 (4.5) 同 微分 方程 (4. 1) 的 解 是 相 容 的 . 

相 容 性 概念 : 设 微分 方程 式 (4. 1) 的 解 具有 某 光 滑 阶 数 , 当 把 
它 代 入 差分 格式 (4.5) 后 ,并 按 无 穷 小 量 k,h 在 (x,t) 点 作 泰 罗 展 
开 . 关于 h 或 k 的 各 阶 (至少 一 阶 ) 系 数 必须 为 零 . 这 些 关 系 式 称 为 
相 容 条 件 . 它 反映 了 差分 格式 同 微分 方程 的 近似 程度 . 也 反映 了 差 
分 格式 系数 同 微分 方程 系数 之 间 的 关系 . 若 代入 (4. 5) 后 , 余 项 包 
RT ko: (或 h) 项 ,就 称 为 差分 格式 具有 p 阶 精度 . 又 称 为 差分 
格式 同 微分 方程 有 p 阶 相 容 . 不 难 由 计算 证 明 (4. 1),(4. DRAF 
阶 相 容 条 件 为 > Ai= 1. 

现在 的 目的 是 要 推出 稳定 的 代数 条 件 . 并 用 H 表示 网 格 函 数 
的 空间 ,网 格 函 数 空间 中 的 元 素 均 用 o, SZ v, SË g, 等 表示 ,并 


对 于 v r 时 满足 边界 条 件 (4. 8) fi B D lo, i'h<oe B H 39 
满足 边界 条 件 又 属于 L 的 函数 空间 . 
现 把 其 分 通 近 书 为 算 子 形式 
vtt+ k) = Gv(t), (vQ) v(t +k) € H) (4.9) 
= 16 > 


其 中 G 为 (4. 5) 所 定义 的 有 界线 性 算 子 (也 就 是 前 面 的 线性 算 子 
Q). 现在 易于 推出 一 个 稳定 的 必要 条 件 ; 

引 理 4.1 ”稳定 的 一 个 必要 条 件 就 是 对 于 算 子 G, 不 存在 
1z。1 之 1 的 特征 值 z。. 

W 设 G 有 一 个 lz1|>1 的 特征 值 zx, 即 把 光一 zig。 代入 
(4.9) 后 存在 一 个 gEH, 使 

Qg=zg, (g€ H) (4.10) 

其 中 心 是 (4. 9) 经 过 变换 vi =zg 后 的 相应 结果 ,由 于 v =z g 是 
(4. 9) 的 解 , 它 的 初 值 属 于 H. 因此 它 依 时 间 步 数 因 1z|>1 而 指数 
式 增加 , 故 不 稳定 . 所 以 稳定 时 , 必 不 存在 1jzo|>1 的 特征 值 w. 证 
毕 . 

现在 叙述 判别 稳定 性 的 充分 条 件 , 并 考虑 广义 的 特征 值 问题 . 

引 理 4.2 ”车 把 v=z"x*"p 代入 (4.5) 所 得 的 格式 用 下 式 表 


示 :Qyg= 之 Aixig 一 zg 并 设 差分 带 近 为 耗 散 的 . 则 对 于 Y z: | 之 
1,z 关 1 存在 nr 个 特征 值 xi 满足 |x;| <1,np ARE x l>. 而 
且 不 存在 |x;1=1 的 特征 值 . 
TO 特征 值 是 下 列 特征 方程 式 的 解 

Det| SIA — z1} = 0. (4.11) 
若 x=e* 关 1( 即 |x|=1,x 关 1) 但 由 耗 散 性 质 ,可 得 |QC)|<1, 故 
Q (89 564E 48 5 |z 1221 时 不 等 于 z. 由 于 相 容 性 27A=1, 故 当 z 
=1 时 x=1. 因为 特征 值 是 关于 z 的 连续 函数 , 故 可 决定 当 |x, | < 
1 的 特征 值 x 的 个 数 ,只 要 令 1z| 取 适当 大 的 值 即 可 . 但 当 |z|-=eo 
时 ,这 些 特征 值 趋 于 零 . 因为 22Axi 的 最 低 阶 项 为 A_,x-…, 由 候 
定 A-, 非 奇 , 故 有 nr 个 特征 值 趋 于 零 . 由 连续 性 ,有 nr +E |x |< 
1. 又 因为 A, 也 非 奇 ,最 高 阶 数 为 p 十 mn. 故 有 np 个 特征 值 |x| 


>1. 证 毕 . 
W lzl >12] 是 一 个 固定 值 , 要 在 H 空间 中 决定 (4. 10) 的 
解 g, 即 满足 等 式 
{‘Q -- zol)g, = 0, (v= 1,2,%-) 
(4. 12) 
A = Ece» w=0, =le, =r +1) 
方程 式 (4. 12) 是 常 系 数 差分 方程 式 ， 其 一 般 解 可 书 为 形式 ; 
E. = gZ) = D Pv,9)x Oa). (4. 13) 
lal<! 


其 中 xi 是 (4.11) 当 |x;| 过 1 的 解 ,P,(v,o) 是 关于 v 的 多 项 式 , 它 的 
系数 为 6. v 的 次 数 是 对 应 x, 的 重 数 低 一 阶 . 因此 (4. 13) 具 有 nr 
个 参数 o(j=:1,…'nr). 把 (4. 13) 代 入 到 边界 条 件 (4. 12),, 得 nr 
个 线性 齐 次 方程 组 ,具有 nr 未 知 数 o, 其 系数 是 j 及 xi 的 代数 多 
项 式 . 系数 组 成 的 矩阵 记 为 J(zo), 故 可 书 为 形式 
J(20)0 = 0,0 = (cyov)) (4.14) 
eh J(z,)28 nr 阶 矩 阵 , 故 得 ， 
引 理 4.3  XFTF|z | 21.1 的 z。 当 只 当 Det] (z,) =0 Bf 
才 是 G 的 特征 值 . 
换言之 , 若 DetJ(zmw) 天 0, 则 zx 必 非 G 的 特征 值 . 现在 考虑 
(4.13) 当 zo 一 1 时 的 解 , 此 时 
gM = HPD Ga (4.15) 
这 时 也 依赖 于 nr 个 参数 s, 在 一 般 情形 下 ,g,(1) 不 属于 H, 因 为 
x,(1)=1. 把 (4. 15) 代 入 到 边界 条 件 后 得 ; 
J(l)c = 0. (4.16) 
定义 4.1 “ 若 (4.16) 有 非 平凡 的 解 , 则 zx=1 称 为 G 的 广 
义 特 征 值 . 
当 DetJ'1)=0 时 , 则 称 对 应 的 解 (4. 15 ) 为 广义 的 特征 函数 . 


定理 1 (参看 中 P. 707.H.O. Kreis 主 定理 ) 若 下 列 条 
件 满足 , 则 初 边 值 问题 为 稳定 . 

(1) 若 假定 1 一 4 满足 . 

(2)z。=] 不 是 G 的 广义 特征 值 ,( 即 DetJ(1) 关 0) 

(3) 对 于 |zo| 之 1,zo 关 1,G 不 存在 特征 值 zo. ( 即 DetJ(z。) 关 0) 

定理 1 的 证 明 见 $ 4.3 

$4.2 G 的 预 解 方 程 

对 于 方程 (4. 9),V(t+k)=GV(t),VEH 的 解 可 书 为 形式 ， 


vb = 一 去 Fe — ID -'idsv(0), (t= nk) (4.17) 


其 中 工 为 包含 G 的 谱 的 闭 曲线 ,(G 一 zD 138 G—z1 JW WT. 
W GW = Gvt) = 一 去 froe 一 zD-adzv(0) 
1 


s= 8 z"(G — z] (G — z] 'dzv (0) 


LU Paspas... 2 
3⁄4 Ë (G — z1) :dzv (0). 


fm” 为 解析 函数 . 故 有 和 "dz = 0, BB: 
vet) =w =- k $G — 21X" 'dzv (0) = Gv" = Gv(t), 
证 毕 . 
设 => 代入 (4.9) 记 为 G5=zv, 或 (G 一 z1D)5 一 0, 设 方程 (G- 
zJD)v 一 g, 若 对 于 每 一 个 g 有 唯一 的 解 v 的 对 应 z 称 为 G 的 正则 
值 . 对 于 (G 一 zDv=0, 除 了 v=0 外 , 尚 有 另外 解 v, 则 所 对 应 的 z 
称 为 G 的 特征 值 . G 的 非 正则 值 全 体 称 为 G 的 谱 . 而 了 是 包含 G 
的 谱 的 于 曲线 . (G 一 zD) 一 称 为 G 的 预 解 算 子 . 现 计算 预 解 算 子 ， 
即 求 解 


v= (G — zD 'g. v € H. (4. 18) 
或 书 为 隐 式 形式 
(G - AXW g. (4. 19) 


了 
由 于 Gw= D Avu =v tg 051,2, ORRE Avat 


+A, v — zv = g, 8 B wa =A; È Aww =g). 现 引 入 
辅助 的 Banach 空间 ,其 元 素 为 


y= (Vp Ve), (4. 20) 
代入 上 式 得 
y. = My, + G,, (v=1,2,3,..) (4. 21) 
其 中 
-A'A I s As'(Ao-zl) … À—A'A., g 
I 0 0 0 
M= ° ,G,.=h;! 
0 I 0 0 
(4.22) 
由 于 vEH, 即 
v= DC @=0, -1%,—rt+1) (4.23) 
= 
故 经 过 变换 (4. 20) 后 得 
Ly=0 (一 1，…nr) (4. 24) 


另 一 方面 ,我 们 可 以 证 明 ,特征 方程 式 Det| X Ax — z| = 0 的 特 
征 值 x 即 M 的 特征 值 
证 ”由 Det(M 一 xD=0 得 


三 生生 -A'M -2 一 AI -al 一 AIA-， 


1 -1 0 


0 0 I -1 

用 x 乘 第 一 列 加 到 第 二 列 ,再 用 x 乘 第 二 列 加 到 第 三 列 … 等 等 类 
推 ,得 

| Ap'As 一 x， 一 AIA -一 xAprlA -一 和 入 


I 0 
0 0 L 
me — [AJA T AYA. x+ +AJA, t'i + tr] 
am 0 
0 


故 由 上 式 行列 式 为 零 得 22 Am =l. 因此 x 即 Det | 22 A 一 li 
=0 的 根 . 证 毕 . 

在 格式 为 耗 散 的 情形 下 ,对 于 |z| 宇 1,z 关 1,M 的 特征 值 x, = 
xi(z) 是 z 的 函数 , 由 引 理 4.2, 可 得 它 分 开 为 两 组 si 及 sz3s1: lx] 
过 1,s2: |x;|>1. 故 得 下 列 引 理 ; 

引 理 4.4 ”在 格式 为 耗 散 的 情形 下 ,对 于 |z| 之 1,z 关 1 存在 
一 个 非 奇 矩阵 全 =T(z). 关于 z 为 解析 的 ,并 使 

M, 0 ] 
0 Mal’ 
其 中 Mu 是 nr 阶 和 矩阵 ,其 特征 值 |xij|<1, 而 M:: 为 np 阶 矩 阵 , 其 
RIERA x>. 
(4.25) 称 为 M 的 典型 分 解 式 . 现 由 (4.21) 引 入 变换 
w, = T G)y,. (4.26) 
H T(z2)y,=TMT '(Ty)+TG, @ 


TOMT) -| TEA 


w | (4.27 
o, = 3 .2 
1 3 Ma!” 4. 27) 


因此 属于 L, 的 o, 的 一 般 解 为 


[e = SIMI TG) + Mi G = 2,35) 
=i 


| y (4. 28) 
wl =— X Mi TG), G=1,2,) 


Jere! ,w' 是 依据 TMT ! 分 部 而 得 . 
(4. 28) 的 证 明 , 由 (4. 27) 得 
ai 一 Mi 十 TG。 ,oy=Maw! +TG'?. (4. 29) 

对 于 (4, 29) 第 一 式 反复 迭代 后 得 

w = Mawi + TG, = Mu (Manwl: 十 TGL:) + TGL, 
= Mwl: + (MaTGi + TGL) = … 
= Mi w + Si Mirate, » BP C4. 28,). 
væl 

其 次 由 w =:Mizwy' HTG 故 得 
e =M (et, — TG) ) 反 复 迭 代 之 得 
=M, [Ma (w TG )— TG; ] 
= (Ma Yw — (Ma TG} +MP TG ]= -- 


j+N-1 
= (Maa. — 27 Mg” TG). 
=i 
由 于 wELi, 故 w Ola oo) ki 


wf = — U My" TGD BPO. 28E. 
现 应 用 (4.26),(4. 28) 代 入 (4. 24) 得 
LT we 一 Do 一 0 (= 1,.%,nr) 
然后 由 (4. 28) 消 去 w 只 余下 or , 故 得 
一 一 22 — 


.+1 
Czw = WF) + H,(z)G;, (4.30) 


其 中 C, (z). F,G2), H, (z) E 3: + z 为 解析 的 . (|z| 之 1,z 天 1) 
(4.26), (4.27), (4. 28), (4. 30) 组 成 了 (4. 18) 的 解 , 即 预 解 算 子 
(4.18) 的 解 . 设 R 表示 如 下 的 区 域 : 

R; l|z|2>1, sz=1. 

3184.5 RER, Æ z Ah G 的 特征 值 , 则 (G 一 ze 一 
EH ri # fE B # 3. 

证 ” (1) 车 Ci(z)-! 存 在 , 则 由 (4. 28), (4. 30) 及 引 理 4.4 可 
WG- EH 中 存在 .唯一 决定 而 且 有 界 . 

DECO 不 存在 , 现 证 明 此 情况 不 会 发 生 . 车 Cr' 不 存在 
即 1C,(z)| 为 奇异 故 C1(z)w! =0 有 异 于 零 的 非 平凡 解 内 , 则 当 

TG,=0, W =0, w =Mi w, CiG)er=0, (4.31) 
时 wi 为 (4.28),(4. 30) 的 解 , 即 齐 次 方程 (4. DA 3E3- R 69 8. 
由 引 理 4.4, 可 知 (4.19) 有 解 ,因此 z, 是 齐 次 方程 (4. 19? 的 G 的 
特征 值 . 这 同 定理 中 假定 z, 不 是 G 的 特征 值 相 了 矛盾. 故此 情况 必 
不 发 生 . 即 C,(z) 的 逆 存 在 . 引 理 4. 5 证 毕 . 

引 理 4.6 若 G 在 R(|lz|>1,z 天 1) 中 没有 特征 值 , 则 对 于 
任意 常数 pb>0, 存 在 e>>0 使 |(G 一 2D Ell >e |z—1|=p 
中 一 致 有 界 . 

证 ”因为 正则 集 为 开 集 , 因 此 若 (G 一 zo) E z 存在 有 界 ， 
则 在 z, 的 邻 域 中 (G — zD :也 存在 有 界 . &kfE|z|>1—e,lz— 112 
e PGD :也 存在 有 界 . 

$4.3 定理 1 的 证 明 

先 令 述 一 个 引 理 . 

引 理 4.7 存在 一 个 数 e>0 及 一 个 非 奇异 矩阵 T(z) , 它 对 
于 |z 一 11&p,1z1>>1 把 M 化 成 典型 形式 : 


Ma 0 
TOMT) = Í A s J. (4.32) 
` 22 


其 中 M RA hol <1 的 特征 值 ,M* 具 有 1xi|>1 的 特征 值 . 
证 已 知 M 的 特征 值 即 下 列 特征 方程 的 解 ; 


` š 
XA e = zo. (4.33) 


现 由 XZ AG ih.) = vant H F jh,k 展 为 泰 罗 级 数 后 


得 È A G (x) jhay /əx + ht (@v/əx)/2-r =: ) = vx t) +kƏa/ 
atk (Fv/X)/2+ e =v(x,t)+kAƏ@%/əx+k'At'(Zu/əx!)/24- 
故 得 相 容 条 件 为 
>A=I DiA,= A, JA; = NA, à = k/h. 
i i i 


(4.34) 
现 应 用 上 术 相 容 条 件 得 27 Ai(x —1)9=G— 9.8 x=1+Ax 


代入 上 式 得 盖 A(jAx+(jz/2)Ax 十 …)9=(z 一 1)9. QAGx—1) 
十 (MX/2)A:(x 一 1 十 …)9 一 (z 一 1)9, 令 &=(x 一 1)/z 一 1) 代 入 
上 式 得 [XAp 十 pe(z 一 DDCp(z 一 1))]q=Yy. 注意 ,第 一 项 为 对 角 
阵 , 故 其 特征 值 为 (z 一 1) 的 函数 , 故 得 。 

m= (Ma)! + OUz — DE). (4. 35) 
其 中 含有 (z 一 1)' 人 是 由 于 求 n MERE, — f E TF n 次 
方 根 的 结果 . 故 得 : 

x, = 1 — (z — Du, = 1 + (m1/Qa) + O(G — Dt). 


(4.36) 
因此 得 
|x,| < 1,G = 1e L.a, < 0); Ix] > 1. G= L + 1, ,n,a, > 0) 
(4.37) 


— 24 - 


由 引 理 4. 2, 我 们 可 知 , 当 izj>1 时 ,保持 严格 不 等 式 成 立 . 特别 当 
z=1 时 ,x;=1, 但 其 中 有 车 个 由 小 于 1 趋 于 1, 有 n 一 L 个 由 大 于 1 
趋 于 1. 现在 ,我 们 考虑 在 :==1 点 的 一 个 邻 域 , 故 存在 解析 变换 T, 
(z) 把 M 变 为 下 列 典型 形式 : 


TOMT, 2) = 0 Ma 0), 
L9 0 Ms) 
其 中 Mi 的 特征 值 是 严格 小 于 1, 这 样 的 特征 值 , 称 为 内 根 ,而 My 
的 特征 值 是 严格 大 于 1, 这 样 的 特征 值 称 为 外 根 ,而 M2: 为 n tE 
阵 , 当 |z| 由 大 于 1 趋 于 1 时 ,其 中 有 1 个 的 特征 值 是 由 小 于 !1 而 
趋 于 1, 也 称 为 内 根 , 而 n 一 L 个 特征 什 是 由 严格 大 于 1 而 趋 于 1， 
也 称 为 外 根 , 故 存在 变换 T, 使 TiM:T; ' 变 为 分 块 典型 形式 . 使 其 
中 的 阶 和 矩阵 的 特征 值 是 由 小 于 1 而 趋 于 1, 而 n 一 L 阶 矩 阵 的 特 
征 值 是 由 大 于 1 而 趋 于 1. 故 可 由 
L 0 O 
T= |0 T, | 
0 0 LJ 
而 得 变换 TiT, 把 M 变 为 典型 形式 (4. 32), 引 理 4. 7 证 毕 . 
定理 1 的 证 明 ( 一 ?由 于 定理 的 条 件 是 当 |z| 之 1,z 天 1 时 ,G 不 
具有 特征 值 . 故 由 引 理 4. 6 可 知 |(G 一 z1) Elz] >l- e, 
Iz 一 1|==p 中 一 致 有 界 . 并 存在 小 于 1 的 正 数 e,p 使 差分 格式 的 解 
可 书 为 形式 ， 


væ) = Grv(0) = —1 Í z(G — zD -'!v(0)dz, (4.38) 


2xi 
mm 


其 中 
DM: [| =1- 6 KID 
人 | z- 11 =p D: |z|=1 一 e， OUA) 
(4.39) 


由 引 理 4.6 可 知 在 r EGD ARA 
l-4 [acG — 21v (0dz | < KQ — O" vO la. 
ku. 


(4.40) 


(二 ) 现 在 来 估计 T. 上 的 积分 . 由 于 z=1 不 是 广义 特征 值 , 故 
在 T, 附近 , 均 为 G 的 正则 值 , 即 治 rz:(G 一 zD)-: 是 有 界 的 , 这 只 
ER e 很 小 ,p 关 0 即 得 . 故 有 |(G 一 z2D 1<<K. 余下 来 是 沿 D: 的 


解析 函数 mna, [zde = Coop O/a). 但 在 了 P， 
Za 


Ql s00, rhad- AR, A 
T: 得 


I ga [EG DOKE vOs aD 
' 


定理 1 证 毕 . 
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第 二 章 ，” 纯 初 值 问题 柯 西 稳定 性 判别 法 
及 G.K.S. 稳 定性 理论 简介 


§1 在 原点 两 边 具有 不 同 网 格 形式 的 差分 格式 
的 耦合 柯 西 稳定 性 及 其 判别 法 


§ 1.1 不 均匀 空间 网 格 的 差分 格式 的 稳定 性 

现 考 虚 双 曲 型 偏 微 分 方程 式 差分 逼近 的 柯 西 稳定 问题 ,并 在 
不 同 区 域 中 应 用 不 同 的 网 格 形式 及 不 同 的 差分 格式 . 现 把 此 问题 
重新 闻 述 并 化 为 初 边 值 问题 .因此 可 用 H. O. Kreiss 的 L, 稳定 的 
理论 作 稳定 分 析 . 在 用 有 限 差分 格式 逼近 偏 微分 方程 式 时 , 解 在 有 
此 局 部 地 区 出 现 了 很 大 的 梯度 . 在 此 问题 上 ,必须 应 用 不 同形 式 的 
网 格 ,又 称 为 网 格 加 细 问 题 . 主要 问题 在 于 不 同形 式 网 格 的 区 间 
中 ,要 应 用 相 容 的 差分 格式 以 及 适当 联接 条 件 ,使 不 至 于 引入 不 稳 
定 现象 ,也 不 至 于 对 计算 格式 引起 精度 次 数 的 损失 . 

$ 1.2 问题 的 叙述 

现 考 虑 下 列 初 值 问题 ; 

u = au, u(x,0) = @(x). (tZ:° 0, — eo < x < œ) 

(1.1) 

其 中 。 为 常数 ,u 及 9 为 标量 函数 . 现 考虑 两 个 网 格 型 式 的 差分 带 
近 . 在 原点 的 右边 步 长 为 A 人 xi, 左边 步 长 为 Axzs, 设 p= 人 人 x1/ 人 Ax. 


Ax: |w. w, w? w 

v3 V° we 
i 
图 二 
设 右 边 网 格 比 左边 细 , 即 0<p<1. wy=ugxvts)=u(jAx,nAt)， 
j 一 1,2，…n 一 0,1,2,……, 并 用 Lax -Wendroff 格式 逼近 于 (1.1) 
Ww = (bi — bw /2 + (1 — bi)w? + Cb? + bi ws, /2. (C1, 2) 

(b, = aAt/Ax,j = 1,2,…,n = 0,.1,2,…) 
在 原点 的 另 一 边 用 w=u( 一 GG 一 DDAxi.nAt) (j=0,1.,n=0， 
1,2,…) 而 且 

V (上 十 bw V2 二 (CI 一 bw 十 (bi 一 bpyv /2. 


(1.2) 
(b, = aAt/Axs < b,j = 0,1,--,n = 0,120) 
现在 用 向 量 记号 
s. /3 pass aao ] /j= 0,1,2.) 
中 - ac- G- 中 = 0,1,2] 
(1.3) 
而 且 有 wš= vi , N Jt. q f&I 4k, 18 zÉ nj 35 Y 
(bi 一 b /2 ° | (1-b? o) 
B -| 0 | 0 1b]? 
2 2 ĉj 2 
+ [19972 I S (1.4.) 
Wr GO (b:—b,)/2 i 


=1,2,.% ,n=0,1,2,.,) 
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其 中 b:=aAtUAx =(aAUVAx).(Ax/Axz) 一 bip. 实则 
由 于 wevi É v) 尚未 求 出 ,因此 在 每 时 间 步 对 于 uC0,t)( 即 vi 
R wO MERHER. 为 了 推出 中 间 介 面 联接 条 件 ,很 自然 地 ， 
在 x=0 点 要 求 有 二 阶 精度 的 差分 格式 , 即 差分 格式 依 泰 罗 展 开 
后 ,误差 为 0((Ax)3) 或 O((At)3). 应 用 泰 罗 展开 式 , 可 以 推导 出 
包含 有 三 点 的 非 对 称 的 二 阶 精 度 格 式 . 因此 应 用 将 vi 表示 为 w 
及 只 的 二 阶 外 推 公式 . 得 到 如 下 的 相 容 中 介面 二 阶 精 度 联接 条 
ft: 

wi = viva = aw} + avi + avè. 

H F a= 2/(p(p +1)),a,= 2(p-1)/p, a = (1—p)/(1+p). 
(p= Ax/Ax) 具有 二 阶 精 度 的 证 明 ; 由 内 一 u(Ax:),wi = 
u(Ax) =u(pAx) ,v=u(0) ,w=u(— Ax) 代入 u(Ax:)=au 
(pAx2) 一 mzu(0) 十 asu( 一 人 xs) ,应 用 泰 罗 展 开 式 得 u(0) 十 人 x 
(a/a) t (Ax, (#u/əx1) /2-+ = a, [ue + p Ax; (3/2) + pt 
(Ax,)t(gu/əx:5,/2 +] +a,u (0) + a, Lus — Ax; (à/əx)x + 
(Ax) (Fu/x) 2+]. 比较 两 边 Ax: 的 系数 得 1 一 mw 十 十 
a, l=a,p—a;,1=1a;,p’ +a, B} a =2/(p(p+1)),a=2(p—1)/p, 
a= (1—p)/(1+o). kA RE ,证 毕 . 


现 把 边界 条 件 书 为 矩阵 形式 : 
fw] 10 i wi H 0 w) s 
B= js a ls °) P a sle) 
(1. 4) 
系统 1 (1.4a),(1. 4b). (1.5) 


由 于 aw/mx=-agw/gxi,a/H 一 ap/as== 一 a(Axi/Ax)，(9v/axi) 
= —ap(@/Əxi). 可 以 看 到 ,差分 方程 式 系统 1 是 下 列 微分 方程 的 


aa”) AES z) .其 相 容 条 件 为 w(0,t) 一 (0,t). 对 


a 
0,- op! 
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于 上 述 形式 的 初 边 值 问 题 ,H. O. Kreiss (参见 第 一 章 8 4 中 定理 
1) 已 得 出 判别 稳定 性 的 代数 条 件 . 

引 理 1.1 ”差分 格式 "i= Gv" 为 稳定 的 ,如 果 (1) 满 足 第 
一 章 中 $4 的 假定 1 到 假定 4. (25XF- |z |221,Det] (r (z)) = 0 可 
PHRA LH 个 绝对 值 等 于 Ori =1) 的 外 特征 值 . ( 即 外 根 》 

证 ”由 第 一 章 84 得 知 把 V"!=GV" 的 内 点 格式 的 特征 方 
程式 plz,r)=0 的 内 限 (ijt| 才 1, 内 根 、 外 根 定义 见 第 一 章 $ 4.3) 
的 线性 组 合 , 组 合 系数 为 o= [o,,0;,…,… 了 代入 边界 条 件 后 得 ] 
《rt(z))o=0. 车 DetJ(r(z)) 关 0 则 为 稳定 . 又 其 次 ,可 知 当 a>>0 时 
(z,x) 二 (1.1) 为 外 根 . ( 见 第 一 章 定理 1, 公式 (3.18)) 若 Det] (rt 
(z))=0 可 推出 |r|=1 或 t=1 的 外 根 .那么 对 于 内 根 r(jrl 和 1) 
一 定 有 DetJ ‘rt(z)) 关 7. 因此 为 稳定 ,证 毕 . 

§1.3 网 格 加 细 格 式 的 稳定 性 

在 本 节 中 ,证 明 系 统 1(1.5) 是 稳定 的 . 并 引入 加 细 后 为 稳定 
的 中 介面 条 件 . 

定理 1.1 ”系统 1(1.5) 是 关于 柯 西 问题 (1.1)(0<b,<1， 
bi 二 a(At/ 人 x1)) 稳 定 的 差分 逼近 . 

证 ”由 于 |b|<1, 及 关于 第 一 章 $4 中 的 假定 1 到 假定 4 
均 为 满足 ,又 已 知 Lax 一 Wendroff 格式 是 耗 散 稳定 格式 . 为 了 证 
明 系 统 I (1.5) 的 稳定 性 , 先 求 加 细 问 题 差分 格式 (1. 4a) 的 特征 方 
程式 , 令 

Z= rg, D lpt <+ (dz lg =.) (1.6.) 
RAA. 4.) 得 两 个 特征 方程 式 
2 = (b+ (—1)b:)/ 27+ (Q — b?) 
+(bi+(—1)7!3b)r/2. G=1,2) (1.7) 


W rx 为 (1.7) i=1 的 内 根 ,ti 为 (1.7) i=2 的 内 根 . 故 g PER 
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[aa 
gi(z) = Tak (B 为 常数 》 (1.6 


RAA. DER 
(a)B, = Rts (b)a,B,r, + aRt: + aBer = Be (1.8) 
消去 B.B, 后 得 =at Hat Hat 再 把 代入 后 得 
POA — p)tzi + 2r,z, + 20? — l), — pA + p) = 0. (1.9) 
对 于 (1.7) 中 i=:1,2 两 式 , 令 其 相等 ,消去 z 得 (bi 一 b)/2r 十 (1 
—bi)+(bi+bi)r,/2= (bi+b;)/2r, + (1—b}) + (bi —b;,) ,/2 Æ 
以 rrz, 再 应 用 b:=pb, 即 得 ， 
2bi(1 — pèrit: + ri[pzb? + pb, 十 (pzb; — pb) 
— (bi + b))r,r;] — (b! ~ b)n = 0. (1.10) 
由 (1.9)(1. 10) 丙 式 中 消去 w ,经 过 复 什 计算 后 得 ; 
(bi — b,)p* (p: — 1) (z, — 1)* = 0. 
由 此 可 知 若 Deti(r)=0 f) z,=1, H (1. 9)0[ 80 *,= 1. fB 34 a> 0 
BÍ = 132588 4 5|EE 1.1 可 知 为 稳定 的 . 
现在 提出 另外 两 个 中 介面 联接 条 件 . 其 稳定 性 也 易于 验证 . 在 
高 阶 通 近 中 是 经 常用 到 的 . 
= i [m 
v= DD Ë J” (1.1) 


HP vysvjAxw sul jAxnAt). =0,1,2,…) 因 此 v= wi. 
ARI (1.4.)，(1.11)， (1.12) 
定理 1.2 系统 工 (1. 12) 是 (1.1) 当 a<0 的 稳定 差分 通 

近 . 当 a>0 时 ,将 (1.11) 中 v 改 为 w, 则 也 为 稳定 . 

证 当 a<0,2?=z (8,86 =w 7 代入 到 (1.11) 得 
(1—xs)"=0, s= 1,fB23 a<0 Bf ;=1 为 外 根 ( 见 第 一 章 公 
式 (3.17),(3.18), 并 注意 到 v 所 盘 近 的 微分 方程 为 w 一 一 apw) 
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由 引 理 1. 1 可 知 其 为 稳定 的 . 
a>0, RAG. 1D P v 改 为 w 的 格式 ) 得 (1 一 ”一 0. 
nm=1. 但 a>0,ri= 1 为 外 根 (参看 第 一 章 公式 (3. 17),(3. 18) 并 
注意 到 v 及 w 所 盘 近 的 微分 方程 式 不 同 ). 故 由 引 理 1. 1 可 知 为 
稳定 .证 毕 . 
因此 ,选取 适当 中 介面 联接 条 件 , 对 于 稳定 性 是 有 利 的 ,不论 
a>0,a<0 均 如 此 .我 们 可 取 p= Ax, / Ax,=1/M. M 为 正 整 数 . 
对 于 系统 I 可 知 二 wh, 《n= 二 0,1,2,…) 如 果 边 界 联接 条 件 取 为 
wi== v, v0= wu » ËD) 
w 0 1) íw 0 0) [wx 
[= 人 0 [+ 人 N i I 
系统 于 (1.4.), (1. 13). (1.14) 
定理 1.3 ”系统 和 (1.14) 是 对 于 (1.1) 的 稳定 的 差分 通 近 . 
证 BERJER 
wD 一 和 (Ba Ba) 
代入 (1.13)ws 一 vi=0,v3 一 ww 二 0 得 Bl 一 Br 二 0,B 一 Br 二 0. 书 


SERER: 
1 — t) [B, T R d 
[2 1 kj elle 


故 得 Det] le) =- nrt) HFa<0, linli, | |<1;a>0, 
ln |<1,l1x,1<1. 因此 Det] r) #0. 故 为 稳定 ,证 毕 . 

总 之 ,对 于 在 原点 两 边 不 同 网 格 形式 变 粗 或 加 细 的 网 格 ,两 边 
均 用 相同 的 L 一 w 格式 ,只 要 选取 适当 的 中 介面 联接 条 件 , 由 定理 
1.1,1.2,1. 3 可 知 在 整体 上 能 使 其 变 为 纯 初 值 问题 的 柯 西 稳定 . 

$1.4 可 分 格式 的 耦合 与 稳定 

这 里 讨论 关于 原点 两 旁 的 两 个 不 同 的 稳定 耗 散 格式 的 自然 看 
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边 值 问题 ,然后 用 H. O. Kreiss 方法 检验 其 稳定 的 代数 条 件 , 由 于 
微分 方程 的 解 关 于 某 些 区 域 具有 很 大 梯度 ,及 不 连续 性 , 才 提出 网 
格 加 细 的 技巧 . 它 对 于 计算 大 梯度 的 函数 是 很 有 效 的 . 这 又 称 为 锋 
面 效 应 . 而 处 理 这 锋面 效应 除了 网 格 加 细 外 尚 有 格式 灶 合 的 技巧 
就 是 更 改 差分 格式 以 适应 锋面 效应 . 格式 烟 合 技巧 比 网 格 加 细 更 
为 有 效 . 

本 节 中 考虑 两 个 差分 格式 的 耦合 L, 稳定 , 即 关 于 原点 两 侧 应 
用 不 同 差分 格式 的 自然 耦合 问题 .号 处 理 方法 与 网 格 加 细 相 同 . PD 
重新 安排 格式 系统 并 盖 述 为 初 边 值 稳定 性 判别 问题 , 故 可 应 用 
H. O. Kreiss 关 于 初 边 值 问题 稳定 性 判别 的 代数 条 件 . 

$1.5 主要 定理 及 证 明 

现 考 虚 如 下 的 双 曲 型 方程 式 柯 西 问题 

u, = Au, + Bu, + Cu,, u(x,y,2,0) =@(x,yaz), (1.15) 

(一 cc<x,y,z<:cot 过 0) 为 简单 计 , 设 u 及 9 为 标量 ,B 一 C 一 0. 
设 网 格 为 %=jAx'te=nAt,j=0, 士 ], 士 2,…in 一 0,1,2,…，, 设 
(1.156932 45832: 


"=Qv = 之 Chvk., a. 16.) 
OP = Qu = pi (o A (1 16) 
Rp cP =c b), b= AAt/Ax. rpi 为 正 整数 . 设 Q 为 下 列 格式 
MEX: 
PEME a G= 1,2,5) dip 
Q. G=0,-—1,—2,) 


则 称 为 Q RUHAT 得 下 列 结果 ， 
E Q,,Q; 为 耗 散 稳定 格式 , 则 Q 必 为 L; 稳定 . 我 们 将 在 后 面 
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证 明 这 个 结果 ( 见 定 理 1.4), 此 处 我 们 设 为 显 式 格 式 , 当 然 对 于 隐 
式 格式 也 有 这 样 结 果 . 为 了 分 析 问 题 并 化 为 等 价 的 初 边 值 问题 , 现 
把 Q, 格式 折合 为 关于 x 轴 正 方向 的 格式 ,定义 w =u R b 
改 为 一 b) 所 以 


u5 = CP but je =0,1,2,.") 
a 


u= > CP (bu jerre 


t 
= 22 CP Jutja G=1,2,). 
令 u-iri 一 wi 得 


k 
wit = D, CP bw. = Q'sw, 


z (1.18) 
Q' = 》 Ce( 一 bE G=1,2,.) 


由 于 v 王 u(jh,nr),w?=u( 一 (一 1)h,nr). 故 在 中 介面 上 有 下 列 
相互 交叉 联接 关系 式 . 
wj = v, (= 1,2,..,p:) 
vr =w. (=1,2,,r) 


例如 对 于 p=rn=2 时 有 


(1.19) 


现在 重新 安排 耦合 格式 系统 ,使 其 重新 闻 述 为 初 边 值 问 题 的 
等 价 系统 . 引入 记号 : 
Z= [vw]. G=0, +1, £ 2,n = 0,1,2,4) 
(1.20) 
因此 耦合 格式 可 书 为 下 列 形式 : 
Q 0) 


g= IZR G= 1.2-un = 0,1,25) 
P q, "9 l 
(1.21) 


因此 中 介面 联接 条 件 (1.19) 书 为 
9 I a j= ... — 
Z% = | |Z. G = 0er — 1) (1.22) 
( 即 v= wi, w" = vh) EP r= Max(ri,p;:). 但 此 时 (1. 21), 
(1.22) 是 通 近 于 微分 方程 式 : 


u 


2 = 


A 0 
= | p20 = w(0,t), (1.23) 


Wi 
但 初 边 值 问题 差分 逼近 (1. 21), (1. 22) 的 L, 稳定 判别 法 已 由 H. 
O. Kreiss 给 出 , 即 第 一 章 8 4 的 定理 1(DetJ(r) 天 0) 即 它 不 具有 
下 列 形式 的 特征 解 : 
Z= mg, Dagi <o. (|z|221,z21 (1.24) 

也 不 存在 z= 1 的 广义 特征 解 . 

定理 1.4 ”车 由 (1.16.),(1.16,) 所 定义 的 格式 Q, .Q, 分 别 
为 稳定 的 并 关于 (1. 1) 为 相 容 耗 散 逼近 格式 , 则 Q.Q: HAMER 
式 Q:(1.21),(1.22) 也 为 初 边 值 问题 稳定 . 

证 ”由 (1.24) 求 Qi,Q' :的 特征 值 , 即 求 


Pi 
z= JCP br, a. 25) 


Sy 


二 


z= X CPC bs, d. 26) 


的 内 根 .|r|<1,1p| 志 1, (1z| 之 1,z 半 1) 由 于 耗 散 性 , 故 (1. 25) 有 
个 内 根 ,Ir|<<1. 而 没有 Itl=1 的 内 根 . ( 因 若 It|=1,r 关 1=> 1z| 
<1,ñ B z=1,r=1 是 外 根 . ) 同 理 Q, 为 耗 散 , 故 |p| 过 1, 也 不 存 
在 lk|=1 的 内 根 . 否则 ,|g1=1,p 关 1 坟 1z|<<1 的 原故 . 虽 p=1， 
z=1 为 Q'; 的 内 根 ,但 u= r. 特征 方程 的 解 可 表示 为 形式 : 


Z; =: z" Qz 22 1,z # 1) (1.27) 
Y hG. 

HP z R 1.258948 5 m RAR EDEXF j 6 mi 一 1 次 多 项 

式 . ps 是 (1. 26) 的 相 异 1 重 根 ,hi(j) 是 关于 j 的 1--1 次 多 项 式 . 而 


4 d 
EX m=n, 221 =p E0. 2D Z 代入 到 边界 条 件 (1.22) 得 : 
由 由 

DiG pe — 27hG + Dah = o, (1.28,) 


i=l 
à 


d, 
DiG + De Zh Di '=0.G=0,%,r— 1) 


i 


(1.28,) 
上 述 两 式 联合 书 为 形式 ， 
Sioe - Dh i+ Deror =0. (1,29) 
G= r + lse, — 1,0,1,.,r) 


换 句 话说 ,其 系数 组 成 了 关于 (91 ODER REAR. Y 

[v] <1,las |<1 则 tium RÆ lel =l nl> |z <1. H 

QQ: 为 耗 敬 而 不 存在 I= 二 |p | 二 1 的 根 ,除了 ==pw 二 1 外 . 
= 8958 


但 (z,c)=(1,1) 为 外 根 , 故 在 排除 之 列 . 因此 不 可 能 有 r= u=] 
的 内 根 . 故 DetJ(r)= 0. 故 为 稳定 . 定理 1. 4 证 毕 . 


$2 G.K.S. 稳 定性 理论 简介 


在 本 节 中 ,简单 介绍 初 边 值 问题 G. K. S. 稳定 性 理论 ,详细 证 
HAR. BEH) 

$21 问题 的 提出 

现 考 虑 下 列 双 曲 型 偏 微分 方程 式 ， 

a/t = A /Xx + F(x,t). (0< x <oco, 0 <t) (2.1) 

其 中 u(x,t),F(x,t) 为 n 维 向 量 . 
A' 0 
0 A' 
其 中 A' 、A' 意 义 参看 第 一 章 §4 公式 (4.2),(4. 3). 初始 及 边界 
条 件 为 


A= | | (A' <0,A' >0) (2.2) 


ju,0) =Í(x), (0 入 x<<co) 
lu (0,t) = Su' (0,t) + g(t). (t>0) 
其 中 S 的 意义 见 第 一 章 Š 4 公式 (4.4). 
现 用 下 列 网 格 函 数 ， 
x,=uh,=— r+ l,,0,1,2,: 
(te = tkt = s,s + 1ye 


(2. 3) 


V,(t) = v(x,,t). 


(2.4) 
其 中 h 为 空间 步 长 ,k 为 时 间 步 长 . 并 应 用 相 容 的 多 步 差分 方法 ， 
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Q.v,(t + k) = X1Q.v,(t — ok) + kF,. 


ao (2.5) 
Q. = Sa Ei,Ev, = vr. (v = 0,1,2,°) 
初 值 及 边界 条 件 为 
vlok) 一 fok),(o = 0,1,8,0 =— r +1, =r +2) 
(2.6) 


v,Gt+ k) = D stv, (t — ok) + g.t), © =— r +1,0) 
ew-1 


(2.7) 
s = Depp. (2. 8) 
$2.2 稳定 性 定义 
设 网 格 函数 u,v, 的 内 积 定义 为 ， 
Gi) = È evh, luli = (uu)., 


U = Du tvt)k, ull? = uu), 


0 


(un = BD wht, lulli 一 (uvu)。。 


(2.9) 
并 设 第 一 章 8 4. 1 中 的 假定 1-4 仍 成 立 . 
稳定 性 定义 2. 1 HARE SEO EX3 1) 考 虑 差分 格 
式 (2.5)-(2.7), 设 gr 一 F.=0(p= 一 r 十 1,…，,0iu=1,2,…) 如 果 
存在 常数 Ke>0,m 过 0 使 对 于 +t=t:=zrk, 及 一 切 a>ao.h 及 f 满足 
下 列 估 计 


lev I} < K; IfCok) || z. (2.10) 
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则 差分 格式 (2. 5)-(2.7) 称 为 柯 西 稳定 . 
注 这 就 是 第 -一 章 S 1 中 的 稳定 性 定义 1. 1 的 推广 . 
稳定 性 定义 2.2 (参看 所 定义 3. 2) 设 差分 格式 (2. 5) 一 
(2.7) É f,(ok)=0, (u= -r+ l," o=0,1,,s) 如 果 存 在 
K>0,% 20,3} t=t= tk. kH) ao, 满足 
I e Dp | pe 1 


+Ë > le “reg, I: 


p= 一 r+1 


一 ao 


“eny lI, < K; 


2.11) 
则 差分 格式 (2. 5) 一 (2. 7) 称 为 稳定 . 
稳定 性 定义 2.3 (G.K.S. 稳定 ,参看 外 定义 3. 3) 对 于 差 
分 格式 (2. 5) 一 (2.7), 设 fl(ok)=0.《(o=0,1,…,s) 若 对 于 常数 
K,2>0,a220,t==t,=kr,& — MATAR TAERAA 
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Q — Qo _ t 
IP ID “v, |l? + less: 


<ki[[ 行 全 > betg lt + Metrik] 
(2. 12) 
则 称 (2. 5) 一 (2.7) 为 G.K. S. 稳定 . 
82.3 预 解 条 件 及 G.K.S. 稳定 性 判别 法 
应 用 付 氏 分 析 法 , 即 令 v= >v, 代入 (2. 5) 一 (2. 7) 得 预 解 方 
程式 : 


- DiIQ)w,=F,, (v=1,2,.) 


(Wo Da PwD = g, G@=-—r+ 1,-.,0) 


(2.13) 


其 中 z 为 复数 ,wEL:. 下 列 结果 参看 当中 定理 4.1.4.2.4.3.5.3. 
5.4 及 引 理 5. 1. 

定理 2. 1 差分 格式 (2. 5) 一 (2. 7) 如 果 存 在 常数 Ke>0， 
ao 过 0, 使 其 预 解 方程 (2. DYF- A lz >F € L, 有 唯一 
解 ,而 且 满 足 估计 式 : 

ETES IF lI k 5) lel), 


em-r+1 


(2.14) 
则 差分 格式 (2. 5)-- (2.7 ESE 2. 2. 之 下 为 稳定 . 
定理 2.2 ”差分 格式 (2.5) 一 (2.7) 如 果 存 在 常数 K,>0， 
qo 之 0, 使 其 预 解 方 程式 (2. 13) 对 于 繁 一 个 1z|>e**, 及 一 切 F,g， 
有 唯一 解 ,并 满足 估计 式 : 
kf zL = j > Iwi! [dzl gey Is 


l ! be 


A BaF) D erar "i 2.15) 


则 差分 格式 (2. 51--(2.7) 为 G.K. S. 稳定 . 
定理 2.3 per 5) 一 (2.7) 若 对 于 Q, É s 附加 以 
关于 含 k 的 扰动 项 , 则 所 得 差分 方程 式 的 稳定 性 质 不 变 . 
现 把 预 解 方 程式 (2. 13) 书 为 形式 : 
[ZA GE, =F, A = A... 一 2 A, 


Ë a (2.16) 
= YLO + g, ,GO = Dee 1C, 
e=- 1 
W= 1.2, =— r+ 1,0) 
当 F =0 时 (2.16) 变 为 
? 
D Awi = 0. (2.17) 


j= -r 
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其 特征 方程 式 变 为 


De| AI = 0. (2.18) 
对 于 |zl>>1， RARA ISISI. Ww 可 表示 为 内 根 的 线性 组 合 
= >) pox), (2.19) 


< 


其 中 p;(v) 为 ,的 多 项 式 ,其 次 数 是 x, 的 重 根 数 减 1. 

定理 2.4 设 |z| 之 1, 若 格式 (2.5) 一 (2.7) 为 耗 散 , 则 特征 
方程 式 (2. 18) 不 存在 |x|==1,x 关 1 的 解 . 

证 由 于 耗 散 性 若 jx1=1,x 关 1 则 |z| 过 1, 故 当 |z| 之 1 时 
不 存在 |x|==1,x 关 1 的 解 . 

注意 ,(2. 19) 的 线性 组 合 系数 包含 有 nr 参数 ,os 二 loes 0u) 
把 (2.19) 代 入 到 边界 条 件 (2. 16), 得 (在 齐 次 情形 下 ) 

J(x)o = 0. (2.20) 
故 在 (2. 16 ) 为 齐 次 的 情形 下 有 唯一 零 解 的 条 件 为 Det] x) Z 0. Bl 
在 齐 次 情形 下 ,不 存在 特征 值 . 而 且 为 G. K. S. 稳定 的 . 

定理 2.5 设 1>0 为 任意 常数 ,对 于 iz| 之 1 二 1 及 11z| 
人 1 十 1 车 DetJ (x(z)) 关 0, 则 差分 格式 (2. 5)--(2.7) 为 G. K.S. 
稳定 . 

定理 2.6 ”考虑 双边 值 问题 (2. 5) t2>0,0<x<1. 若 对 应 
左 半 平面 及 右 半 平面 问题 ,( 即 当 一 个 边界 趋 于 无 限时 ) 均 为 初 边 
值 问题 G.K. S. 稳定 , 则 双边 值 问题 也 为 稳定 的 . 

这 些 定理 证 见 此 地 从 赂 .其 证 明 的 主要 思想 就 是 第 一 章 $4 
定理 1(Kreiss 定理 ) 的 证 明 方 法 的 推广 . 由 于 G.K.S. 稳定 性 定义 
2.3, 本 身 便 是 柯 西 稳定 定义 的 推广 ,因此 证 明 原则 上 相似 ,但 方法 
及 具体 细节 复 什 得 多 . 此 地 从 略 . 

不 过 有 一 点 要 指出 的 是 :对 于 第 一 章 $ 2 的 定理 1, 定 理 2 中 
Godunov- Ryabenkii 稳定 性 判别 条 件 ,及 第 一 章 $ 4 的 定理 1 中 的 
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H. O. Kreiss 判别 柯 西 稳定 的 判别 条 件 , 以 及 本 章 $ 2 的 定理 2.5 
中 的 判别 G.K. S. 稳定 性 条 件 , 这 些 条 件 均 具 有 相同 的 代数 形式 ， 
即 


Det](z) = 0, (lel 215. 
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第 三 章 同 内 点 无 关 的 双 曲 型 方程 差分 
近 近 的 稳定 性 判别 的 简便 方法 


$1 同 内 点 无 关 的 双 曲 型 方程 初 边 值 问题 
差分 逼近 的 稳定 性 判别 法 


本 节 对 于 双 曲 型 方程 组 u= Au, +Bu +F(x220,t2>20). 初 边 
值 问题 差分 逼近 的 简便 稳定 性 判别 法 作 了 若干 的 叙述 . 差分 逼近 
包含 了 基本 内 点 格式 及 某 一 类 边界 条 件 , 得 到 其 判别 法 只 同 外 流 
分 晤 (A 沁 >0) 的 边界 条 件 有 关 , 而 且 同 基本 格式 无 关 . 在 此 节 中 ,所 
讨论 的 差分 甬 近 包含 了 任意 的 隐 或 显 式 的 两 层 格 式 , 多 层 格 式 及 
耗 散 或 西 格 式 . 而 边界 条 件 具 有 更 一 般 的 形式 .在 8$1.2 PETH 
步 的 稳定 性 分 析 . 证 明了 差分 逼近 为 稳定 , 当 只 当 其 外 流 主要 部 分 
(A>0) 为 稳定 .因此 整体 稳定 问题 化 为 齐 次 外 流标 量 部 分 的 稳定 
性 问题 . 

现在 只 考虑 简化 问题 ( 即 主要 部 分 ) 的 稳定 性 ,而 且 限 于 边界 
条 件 为 平移 的 情形 , 即 对 于 所 有 点 的 边界 条 件 有 相同 的 系数 . 这 样 
的 边界 条 件 在 实际 上 经 常用 到 ,特别 是 单 点 的 边界 条 件 , 依 定义 就 
是 平移 的 边界 条 件 . 对 于 这 样 的 平移 情形 下 的 主要 部 分 稳定 性 判 
别 方法 ,在 S 1.3 中 叙述 ,并 在 8$ 1.5 中 证 明 . 实际 上 只 同 边界 条 件 
有 关 . 这 就 是 同 内 点 基本 格式 无 关 的 判别 法 ,这 就 是 异 于 前 述 
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G. K. S. 稳定 性 判别 法 的 简 使 稳定 性 判别 法 . 
本 节 均 假定 基本 格式 对 于 纯 初 值 问题 为 宁 西 稳定 ,而 且 此 格 
式 均 为 可 解 . 这些 基本 假定 对 于 稳定 性 明显 地 是 必要 条 件 . 例如 在 
定理 1.4 及 定理 1.5 中 ,说 明了 在 边界 条 件 为 可 解 及 满足 Von- 
Nenmann 条 件 以 及 一 些 附 加 的 不 等 式 条 件 之 下 , 则 简化 问题 为 稳 
定 . 如 果 基 本 格式 为 西 格 式 ( 即 |x|=:1-> |z|==1) 那 么 尚 要 求 边界 
条 件 为 耗 散 . ( 即 |x| =1,x#1> 1z1-<1. 其 中 “=>" 表 示 “ 可 推出 ") 
在 这 新 的 简便 判别 法 之 下 ,在 1.3 继续 讨论 一 些 例 子 ,并 得 
到 :车 基 本 格式 为 二 层 及 耗 散 的 , 则 由 水 平 外 推 所 决定 的 外 流 边界 
条 件 均 使 整体 格式 为 稳定 . 奇怪 的 是 ,这 格式 对 于 多 层 格式 是 不 成 
立 的 . 其 次 对 于 任意 多 层 耗 散 基本 格式 如 果 外 流 边 界 条 件 是 由 斜 
外 推 , 杠 形 格式 , 右 向 尤 拉 格式 ,那么 就 保证 了 整体 格式 的 稳定 性 . 
若 基 本 格式 为 耗 散 及 本 格式, 若 外 流 部 分 边界 条 件 是 右 向 显 式 稳 
定 尤 拉 格 式 , 那 整体 格式 一 定 是 稳定 . 
3$1.4 及 8$1.5 中 证 明了 81.3 的 结果 .并 指出 ,不 难 把 这 些 
稳定 性 概念 推 到 双边 界 的 情形 , 实则 ,对 于 左边 及 右边 的 四 分 之 一 
平面 问题 为 稳定 , (由 定理 5.4) 则 对 于 双边 界 问 题 也 为 稳定 . 
$11 差分 逼近 
现 考虑 一 阶 双 曲 型 偏 微分 方程 组 
M/A = Am/ax + Bu +F, (X20420) (11) 
其 中 ulx,t),F(x:.t) 均 为 n 维 向 量 ,F(x,t) 为 已 知 的 .A R B 为 固 
定 的 nXn 和 矩阵 ,而 A 是 非 奇 的 埃 和 尔 米 特 矩 阵 . 不 失 一 般 性 之 下 ， 
假定 A 为 对 角形 矩阵 ， 
(Aa o) 
A =: 
l 0 A''j 
其 中 A'' 及 A'' 各 为 LXL 及 Cn 一 L)X(n 一 L) 和 矩阵 . 若 给 出 初 
值 : 


'A'’'<O0A''>0, (1.2) 
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utx,0) =Í@). (x> 0 (1.1) 
及 边界 条 件 
u' (0, = Su (0,t) ~ g(t). (tZ2 0) (1.1) 

则 Q.1.) 的 解 是 唯一 决定 ,其 中 S 是 已 知 固定 的 LX a- DOER, 
g(x) 是 已 给 的 L 一 向 量 ,而 且 

u) =: (UV) = (u€@%+5,.... 9, (1.3) 
各 表示 对 应 于 A WJ q WCCA 0) 3 CA20)3 SIE. 为 了 应 用 
差分 逼近 于 初 值 问题 (1. 1.), 现 引入 网 格 宽度 h= Ax>0,k=A: 
之 0, 使 和 =k/h= 常 数 . 此 后 常用 记号 v,GtO= v(uh,t)=v(uh,t,) 
三 v(ph,nk) 并 用 下 列 常 数 双边 一 般 多 步 基 本 格式 来 逼近 (1. 1,) 


É yt + k) = > Qut — ok) + kb,(t), 


...° 
I 
4 G =rdr+ l) (1.4.) 
p 
la. = DALE, Ev, =v» (6 => 1,8) 


im -1 


其 中 A 是 nXn 矩阵, 它 是 A 及 kB 的 多 项 式 , 而 b, (t) E cas T. F 
(x*t) 及 其 导数 的 某 阶 数 光滑 函数 . 为 使 (1. 4.) 有 唯一 解 ,须要 给 
出 初 值 : 

w(ok》 一 vi(ok)， (0 = 0, ss, = 0,1,0) (1.4) 
其 中 vi《ok) 为 已 给 定 的 初始 函数 . 但 此 地 , 尚 要 在 每 一 个 时 间 层 
t=ok 宇 sk 给 出 所 和 需要 的 边 值 w (t 十 k),(k 一 0,…,r 一 1), 它 将 由 
两 组 边界 条 件 决定 (参看 中 中 $ 1,p. 605—606) 

vi (t +k) = Sp t! ç (t + k) + ke! (t), 


(u= 1,=-,r — 1) Q: > 
a 
TH Ov! t + k) = XT ' vt (t-ak) + kef (t). 


s=5 
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RPR D'OTI ”TS 为 已 给 的 满足 相 容 条 件 的 矩阵 . 这 
是 因为 vi (t 十 k) 可 关于 vi (t 十 k) 的 泰 罗 展 开 ,系数 为 ve (t) 关 于 
x 的 各 阶 导 数 . 再 由 (1. 1,) 可 化 为 vo GORF t 的 各 阶 导数 . 故 
由 ve (t+-k)=sv2(t+k)-+g(t+k)ík 3 ve (t 十 kK) 关于 t 的 各 阶 
导数 . 再 由 (1.1,) 可 化 为 ve (t 十 k) 关 于 x 的 各 阶 导 数 , 再 离散 化 后 


即 得 (1. 4) 的 第 一 方程 式 . 其 次 由 Thv atk) = ÈT” v a- 


ok)+kd, (O k T” = DEPE =. r hoeg e 
cp” Cm 
c aj [cs Y GQ C LECI 


Cs ”Cn ”等 等 均 为 满足 相 容 条 件 的 已 给 函数 ,对 于 第 二 组 


a 
A PTH Ov QHO HTH Ovi (t -k)= > [T/'% v; (t— ok) 


HTEO Q ok)]+ ke) (O, JE rB TE” = LC” E = 
I, ;yg=0,=-,r -1). 应 用 (1.4.) 的 第 一 式 ,消去 vi (t 十 k) 即 得 
(1. 4.) 的 第 二 式 . 

$1.2 简化 问题 

差分 逼近 是 由 (1. 4) 所 决定 ,其 中 的 向 量 b, 一 般 是 由 (1. 1.) 
的 下 或 其 导数 的 组 合 而 得 到 . 因此 或 者 是 b,=F,, 或 者 是 b, 是 由 
(1. 1,) 中 FF 及 其 某 阶 导数 的 台 近 式 . 关于 差分 台 近 式 均 依据 第 一 
二 章 中 的 有 关 假 定 . 现 讨论 在 G. K. S. 意义 下 的 稳定 性 . 在 下 面 的 
定理 1. 1 中 ,简化 上 述 差分 逼近 为 外 流标 量 分 量 (A> 之 0) 的 齐 次 边 
界 条 件 的 差分 逼近 , 并 应 用 DetJ(z) 关 0, 即 G. K. S. 稳定 性 判别 方 
法 ,其 中 J(z) 为 把 内 点 格式 的 内 向 特征 解 (|jxj 委 1) 的 线性 组 合 代 
入 到 边界 条 件 而 得 的 方程 式 的 系数 矩阵 . 由 5 中 定理 4. 3( 即 第 二 


s= gq 


章 定理 2. 3) 可 知 这 些 稳定 性 判别 方法 均 对 于 差分 逼近 的 主要 部 
分 而 不 影响 整体 稳定 性 . 即 路 去 B 及 其 非 齐 次 向 量 . 即 我 们 只 讨 
论 b,=d,=e,=g(t)=0 的 格式 (1.4). 换言之 ,此 地 只 考虑 下 列 简 
化 形式 的 差分 逼近 . 


Qaya tk = DQv,t —ak), (=r l,e) 


, 
Q= JAE, Ev, = v... (c= — 1,,s) 


01. 5.) 
其 初始 条 件 为 
vok) = v (ok). (o = O00sip= 0,1) (l.5) 
而 外 流 边 界 条 件 为 ; 
[Teva +D = Tocovd — ok), 
4 ñ Y. (1. 5.) 
[Te = DEE q= odeur D 


内 流 边界 条 件 为 : 


vi (t + k) = Sv? (t +k), (1.5) 
, 
w (t + k)=: DD v (t + k), (= 1er — 1). 
|= 1 
tls 
而 (1. 5.? 相 容 于 
Du/a = Adij. (1.6) 


而 且 ARC "各 是 A 及 A'' 的 多 项 式 .因此 得 . 
引 理 1.1 当 只 当 (1. 5) 的 主要 部 分 为 稳定 时 , 差分 格式 
a. 4) 为 稳定 . 
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现 令 A | 全 9 ]=- .pio 一 一 1，ss) 并 依据 
a Am j= 一 rpia 一 一 1，s 


(1. 2) 的 分 部 ,在 第 二 步 把 基本 格式 (1. 5.) 及 (1. 5,) 分 开 为 下 列 形 
式 : 关 于 内 流 部 分 : 


tt) = DQ ok), (=r, +1, 
r=) 


P 
Q!' = D AL'E, 
a. 7) 
vi Cok) = v! (ok), (G = 0,-— sip = 0,1,1) (1.7) 


r (t +k) = Svi (t+ k), 


v (t+ k) = > DovGt+k (= 1er — D 


(1.73) 
以 及 外 流 部 分 : 
Livia +k = SIQA!vA (t — ok), (p= r,r + 1,) 
A 
t= DA!''E', 
(1.8.) 


° 
w (k) = v; (sk), (G = 0,-- spy = 0,1,1) (1.8) 


` 
(re re +k) = DTi v! (t — ok), 
| = 


(1.8.) 
> te = DCE, (= 0,%,r— 1) 


由 此 (1. 5) 是 由 外 流 及 内 流 部 分 所 给 定 , 即 由 内 流 (1. 7) 及 外 流 
(1.8) 所 决定 . 很 明显 地 (1.5) 当 只 当 两 个 分 部 为 稳定 时 整体 才 稳 
a 


定 . 可 以 看 到 ,外 流 部 分 (1. 8) 是 自封 闭 的 . 即 外 流 部 分 的 求解 只 同 
外 流 部 分 的 数据 有 关 . 内 流 则 否 . 因为 w (t 十 k) 是 由 v? (t 十 k) 所 
决定 . 当 考 虑 稳定 性 问题 时 ,可 以 只 考虑 简化 的 齐 次 边界 条 件 问题 
而 不 影响 其 稳定 性 . 

Wk)=0. (u= 0yr- 1) (1.9) 
这 样 内 流 问题 ,也 变 为 自封 闭 问题 . (1. 7,。),(1.9), (1. 8) 构 成 了 
整体 的 稳定 性 问题 (1. 5). 因为 A; 及 C; “(外流 边界 系数 ) 是 对 
角 和 矩阵 . 故 可 书 为 

A, == drag (Ap), CE1” = diag (Ct). 
故 可 以 将 (1.7),(1.8),(1.9) 分 开 为 n 个 标量 支 量 ,每 个 支 量具 有 
标量 形式 : 

Q v(t + kY := D Qv, (t — ok), (u= r.r + 1,) 


Ë 
IQ. = DAE, 


(1.10) 
v, (ak; = v,(ak), co = 0.si = 0,1,--) (1.10) 


Tvt + e) = SITPDv,(t — ok). (p= 0,--,r — 1) 


(1. 10.) 
其 中 (1. 10,) 是 后 (1.5) 的 一 个 分 量 , 即 同方 程式 
a/r = AAi/0 (A = 0) (1.11) 
相 容 , 当 内 流 时 , ACOR RIEA. 10.) 变 为 
T = 1.T£ = 0. (= 0er — lis = 0,.,s) (1.12) 
当 外 流 时 ,5A>O) 边 界 条 件 (1. 10.) 变 为 
T = DCSE, CH £ 0. (= fr o= 1g) (1. 13) 


i= 
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RAKAA 7d. DRIA. 8) d. 59) ARER, Bh: 
(1.5) 为 稳定 . 

引 理 1.2 当 只 当 (1. a) d. DRA. 8), (1. 5.) 的 各 个 
标量 支 量 (1. 10.。),(1.12) 及 (1. 10.) C. 13) 为 稳定 时 ,差分 通 
近 (1. 5) 为 稳定 . 

在 $1.4 中 可 以 证 明 : 

引 理 1.3 KBA. 10) d. 12) 是 无 条 件 稳定 . 

这 个 引 理 是 由 EE. Tadmor" 418A. 由 上 述 两 引 理 得 . 

定理 1.1 差分 逼近 (1. 4) 当 只 当 外 流标 量 分 量 的 主要 部 
分 稳定 时 为 稳定 . 

这 因为 内 流 部 分 已 经 是 无 条 件 稳定 的 原故 . 由 上 述 讨 论 , 可 看 
到 ,关于 稳定 性 的 研究 ,可 简化 为 标量 方程 (1. 10..) (1. 12) 或 
《1.13) 的 稳定 性 问题 . 这 里 简 述 关于 差分 格式 的 若干 所 必要 满足 
的 假定 ,而 且 以 后 这 些 假 定 均 认为 已 成 立 . 

假定 1. 1 差分 逼近 (1. 10 为 可 解 的 , 即 存在 一 个 常数 
K>>0, 使 对 于 每 一 个 gEL:, 存 在 wEL: 使 下 列 方程 式 有 唯一 的 
一 个 解 : 

[Q w, = gr G= rr Hle) i 
(Tew, = g,. (g = 0,1 eer — 1) Cpa? 
而 且 满足 条 件 | wl <K | gil. IEH L, 是 网 格 函 数 w= (w. 


而 且 满足 | w | !=h 2” 1w,|*<oo 的 西数 空间 . 

这 假定 是 必要 的 , 即 假定 (1. 13Y 的 逆 存 在 ,可 书 为 形式 w= 
Gg. ("==0,1,…) 其 中 G ARARAT. 显然 . 若 (1. 13) 关于 
w,(y 二 0,1,…) 不 能 解 出 ,这 种 格式 还 有 什么 用 处 呢 ? 

假定 1.2 ”基本 格式 (1. 10,) 关 于 纯 初 值 问 题 为 稳定 的 , 即 
对 于 一 2<v<oo, 令 

EE Ee 


Ai(z) = Aja — x Nz AL = rep) (1.14) 
即 设 (1)Von-Neumann 条 件 满足 ， 即 方程 式 
XAG =0 (x = e") (1. 15) 
的 解 xx) 满足 条 件 |x| 一 1 一 1z| 委 1. 
(2) 在 (1.15) 中 |z|=1 的 根 为 单 根 . 
假定 1.3 ”基本 格式 (1.10,) 假 定 为 


COHR, Bp 
Ixl = 1,x = 1=> |z| < 1. (1.16) 
或 ”四 酉 格式 即 
lx| = 1=>|z| = 1. (1.17) 
假定 1.4 
A .,G)A,G)60. (|z| 过 1) (1. 18) 


$1.3 主要 定理 的 叙述 及 例 
这 一 节 的 目的 是 给 出 了 方便 于 检查 的 关于 外 流 (A>>0) 的 差 
分 逼近 形式 (1. 10),(1. 13) 的 稳定 性 判别 方法 .根据 定理 1. 1, 这 
是 判别 差分 逼近 (1. 4) 的 总 体 稳定 的 关键 . 
在 $1.5 中 证 明了 同 基本 格式 (1. 10,) 无 关 , 只 同 边界 条 件 有 
关 的 结果 . 这 个 结果 只 限于 应 用 在 平移 的 (1. 10.),(1. 13) 的 边界 
条 件 , 即 
[T iv (t + k) = Tt- 由， 
(1.19) 
iT.= Sor, Co #0 (p= 0 —1) 


其 中 CC。 EAn 无关， 而 边界 信和 是 由 同一 步骤 所 决定 . 特别 只 由 单 

个 点 (r==1) 所 决定 的 边界 条 件 时 ,那么 依 定义 为 平移 的 . 对 于 边界 

条 件 (1. 19) 我 们 求 出 边界 条 件 的 特征 函数 ( 即 特征 方程 的 解 ), 即 
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用 vat =z 代入 后 得 : 


R(z,x) = Go», (1.20; 
a, 
其 中 
Ga = Ca Dric, a. 21) 


今后 用 Rtz,x) = 0 表示 边界 格式 的 特征 方程 式 . 现在 叙述 下 列 结 
果 . 
定理 1.2 设 基本 格式 (1. 10,) 是 两 层 格式 ,而 且 是 耗 散 的 . 
则 外 流 差分 下 近 (1. 10.，) 及 (1. 19) , 当 
R(z,x) 关 0 (V |z] =1,0 < |x| <1) (1.22) 
成 立时 为 稳定 . 
(此 定理 证 明 见 后 . 》 
例 1.1 设 基本 格式 (1, 10,) 为 两 层 耗 散 的 ,又 设 边界 条 件 
是 由 w 一 1 阶 水 平 外 推 所 决定 , 即 
vtt +) = 5 [je Dei +. 
站 
(u= 0 1) a. 23.) 
这 个 单 层 的 边界 格式 的 特征 函数 是 同 z 无 关 的 ,并 满足 
Raw Ro 1- Sl | Diw = (l - 070. 


jsa 


dz >1,0< ix| <1) (1. 235) 


因此 (1. 22) 成 立 , 由 定理 1.2 可 知 (1. 23),(1.10,%) 为 稳定 . 

现 指出 ,定理 1. 2 对 多 于 二 层 的 格式 是 不 成 立 的 . 很 奇怪 的 
是 , 例 1. 1 对 于 外 流 耗 散 多 层 差分 格式 (s 之 3? 边 界 条 件 (1. 23.) 不 
是 稳定 的 . 例如 三 层 5 点 基本 格式 L.Fd: 
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vpt HE) = dE DAI- E 1 2Jv,(t— k) + AGE — E" 1v, (t). 
OKEI OKAA I — e, p= 2,36) (1.24) 
这 个 格式 为 耗 散 的 ,其 特征 函数 为 ( 即 用 v Oota) =z x 代入 后 得 ) 
Zz !=À)A(x-- x 1)--(e/16)( Vx —x 12421, 当 x 一 es 代 入 后 
得 z 一 2iXAsinb 一 z !(1 一 ssin4(6/2)) 一 0 或 2 一 2iMAzsinb 一 (1 一 
esin‘ (6/2)) = 0. R Z 8 z= iÓAsin0 + (1 — X! A2sin!0 — esin* (9/ 
2))22. 故 当 X2Atsint0<1— e Bf, BD) AAS VISER, |z |! =1— esin* 
(0/2)<1. (6 天 0, 即 xÆ D R EX K |x | =1,x=1= |z | <1. #& 
为 三 层 耗 散 格式 . 设 其 边界 条 件 为 (1. 23.) 所 决定 ,但 由 定理 1. 2 
不 能 断定 其 为 稳定 .在 后 面 的 例 1. 7 中 ,可 知 格式 (1. 24) 及 
(1. 23,) 为 不 稳定 . 
定理 1.3 设 基本 格式 (2.10,) 为 耗 散 , 若 
R(z,x) 关 0，(Y |z] >1,0 < |x| <1) (1:22) 


RG.) #0. (V |z| = 1,z= 1) (1.25) 
WIRWŽ EA. 10,,,),(1.19) 为 稳定 . 
(此 定理 证 明 见 后 》. 


例 :差分 格式 (1. 24)、(1. 23.) 表 示 R(z,1)==(x 一 1)"=0. 即 
R(-—1,1)=0. 故 定 理 1. 3 中 条 件 (1. 25) 不 满足 ,所 以 不 能 保证 
(1. 24), 0. 23.) 为 稳定 . 这 也 说 明了 (1. 25) 是 定理 1. 3 一 定 要 满 
足 的 条 件 . 

定理 1. 2, 定 理 1. 3 说 明了 边界 条 件 (1. 19) 当 不 是 单 层 时 ,条 
件 (1. 22) 变 为 一 个 很 不 方便 判别 的 两 个 变量 z 及 x 的 不 等 式 . 对 
边界 格式 

[T v, +k) = TTv, — ok), (g = 0,1,=) 
$ 全 a. 26) 
T,= Ņ GE. (= 一 1 mr) 


rre 
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相似 于 假定 1.1 及 1. 2, 并 引入 下 列 概念 : 
定义 1.1 ， 边界 条 件 (1. 26) 称 为 可 解 的 : 若 存在 常数 K> 
0, 使 对 于 g€ L, 对 于 方程 
Tw, = ge (=0,1…)》 (1.27) 
存在 唯一 解 wE L, 并 满足 wi <K | gil. 
定义 1.2 ”边界 条 件 (1. 26) 称 为 满足 Von Neumann 条 件 ， 
如 果 其 特征 方程 式 


Reo = Cex = 0 (1.28) 


的 解 满足 1x|=1=>iz|<<1. 

定理 1.4 (第 -一 主 定理 ) 设 下 列 条 件 同 时 成 立时 ， 

了) 基本 格式 :1. 10.) 为 耗 散 ， 

2) 格 式 满足 (1. 25)R(z,1) 天 0;(lz|=1,z 天 1) 

3) 边 界 格式 (1. 26 ) 为 可 解 并 满足 V-N 条 件 ; 
则 外 流 差分 逼近 “1. 10.。),(1. 19) 为 稳定 ， 

(此 定理 证 明 见 后 )， 

定理 中 的 充分 条 件 (1. 25) 及 可 解 边界 条 件 (1. 26) 的 判别 ,是 
由 下 列 2 个 引 理 给 出 : 

引 理 1.4 ”条 件 (1.25) RGz,1) 天 0(lzl=1,z 天 1) 当 下 列 条 
件 之 一 满足 时 即 为 满足 . 

(1) 边界 条 件 (1.19) 为 两 层 ( 即 q==0) 并 至 少 具 有 和 鹤 阶 精度 . 

《2)? 边 界 条 件 为 三 层 ,至 少 具有 零 阶 精度 ,同时 R( 一 1,1) 关 0. 

证 (DRiz,1)=0 只 有 一 个 根 z=1, 即 RCI1,1) 一 0. 因 此 
R(z,1)=0. (|z|==1,z 关 1) 

(2)R(z,1)=.0 有 两 个 根 z, 其 中 R(1,1)=0. 由 于 系数 为 实 
数 , 故 另 一 根 也 为 实 的 .因此 若 RC 一 1,1) 关 0, 则 必 没 有 |z| = 1， 
z 关 1 的 根 . 大 得 R(z,1) 关 0(1z| =1,z 关 1), 证 毕 . 
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引 理 1.5 (1) 边 界 格式 (1. 26). 如 果 
T x) 三 s cx Do 天 0、(0< ix] s 1) 

则 为 可 解 ， (2) 特 别 显 式 边 界 格式 是 时 常 可 解 

证 HF ToO WME iT ,(x)|Z28>0,ë& T69 
存在 有 界 , 因 此 了 w=g 为 可 解 而 且 有 1 w l <K Igli. BRŽ 
分 格式 显然 满足 上 述 条 件 ,证 毕 . 

例 1.2 设 基本 格式 (1. 10.) 为 耗 散 的 ,而 边界 条 件 是 w 一 1 
阶 斜 外 推 : 


wt+rk S]. (- Dva lt — G — Dk), 
mil 


(p= 0l er = 1) (1.29) 
其 特征 方程 为 ， 
njo | 
RG.) =1- X| j- Dzi = (1 — zn, 
ami \J 


(1.29,) 
很 明显 地 (1. 25),R(z,1) 天 0. (1z|==1,z 关 1) 因 此 由 引 理 1. 5 可 
知 显 式 为 可 解 的 ,再 由 定理 1. 4 可 知 差分 通 近 (1, 10,,) 及 (1. 29.) 
例 1.3 设 基 本 格式 (1. 10,) 为 耗 散 , 设 边界 条 件 是 框 形 二 
阶 精度 格式 : 
v,(t + k) vt k) — AA[v a(t + k) — v(t + k)] 
= vp Ct) 二 v,. i (t) + AA[v,., (t) — v,(t)J, 

(p= 01 一 1) (1.30) 

其 特征 方程 为 
R(z,x) = z[1 + x -AA — 1)J— [1 + x +AA — 1)] = 0. 
故 由 引 理 1. 4o,(1.25)R(z,1) 天 0. (|z|=1,z#:1)(2) E Et BS E: 
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格式 ,R,(T_,(x))=1 十 R.(x) 十 NA. (1 一 Rex) 关 0, |x | <1. 故 由 引 
理 1.5 知 边界 格式 为 可 解 ,而且 1z(x)|.-.。 一 11+es 十 XACe 一 1) 
|/ 114e" -AA (e"—1)| =1. 这 因为 (1 十 e* 十 XA(e” 一 1))?==2(1 十 
XA?) 十 2cos&(1-- 和 A?) 二 (1 十 e* 一 AA(e* 一 1))? 因此 V-N 条 件 满 
足 . 故 定理 1.4 的 条 件 全 部 满足 , 故 格式 (1.10.),(1. 30) 为 稳定 . 

例 1.4 没 基本 格式 (1. 10,) 为 耗 散 ,而 边界 格式 为 右 向 加 
权 的 尤 拉 格式 ， 

v,(t + k) = v,(t — k) — XA[2v,,. i (t) — v,(t + k) 
— v,(t — k)]. (0 < A S lg = 0.1, — 1) (1. 31) 

其 特征 方程 式 为 R(z.x) 王 1--z: 一 AA(2xz !-—1—z 2). 当 等 于 
Eh, G ret Wi z 8 zCety=e"(.A:b(8))/AA+1),b(8)= 
(COA)? 二 Te O -ARA KERIO PSL (XA 过 1) 故 得 
z(x)|,= = QA: 1)/QAA4-1)28e*(0<0<x). 因此 得 R(z,1)= 
(1 一 2 ?一 MAA(2z 1—1-z 2))260.(|z]=1,z221)m H R(—1,1) 
#0. 由 引 理 1. 4 知 条 件 (1. 25) 为 成 立 的 . 由 于 OAAS, HJ 
Ib) (<1, IESi. k |z(ety|<QAd4-|b(8)|D/G+XA)<1. R 
格式 满足 V.N 条 件 . 由 于 边界 格式 为 显 式 , 故 由 引 理 1. 5 可 知 为 
可 解 . 故 由 定理 1. 4 可 知 格式 (1. 10.),(1. 31) 为 稳定 . 

注意 ,在 定理 1. 4 中 ,边界 条 件 为 可 解 的 是 一 定 要 满足 的 条 
件 . 设 基本 格式 为 耗 散 的 ,并 具有 零 阶 的 边界 条 件 ， 

v,(t + k) -bit 十 k) = v,(t) 一 it). 


(6>1=0mr 一 1) (1.32,) 
其 边界 条 件 的 特征 函数 为 
RG,x) = (1 — z ')(1 — ex). (1. 32) 


由 此 得 引 理 1. 4 及 (1. 25)R(z,1)=- (1 —z1)(1—0)20. (|z | = 
1,z 天 1) 故 (1. 25) 满 足 , 而 且 z=1 并 满足 V-N 条 件 , 但 此 式 为 不 
可 解 . 因为 在 (1. 27) 中 右边 g 一 0 时 由 (1. 32,) 仍 得 e= 0 1, .w= 
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(0 "e, YZ 8k wE Li, 这 同上 wj <K |! z | =0 AF 88. 因此 为 不 可 
解 . 
在 后 面 $1.4 的 例 1.8 中 ,可 以 证 明 格 式 (1. 10.) 及 (1. 32.) 是 
不 稳定 的 . 
定理 1.4 中 的 条 件 (1. 25) 是 稳定 的 必需 条 件 ,这 可 以 由 下 列 
例子 中 看 出 . 设 基 本 格式 为 (1. 24), t +k)=[I— (/16)(E- D’ 
A-E 'y']Jv,G—k)+2XA[E—E-']e,Gt).0<e<1,0<2A<1—s= 
1/2. 而 相 容 边 界 条 件 取 为 形式 : 
v,(t — k) = v,(t — k) + 2A[v,., (t — k) — v,(t — k)], 
g = 0,1 (1.33,) 
由 于 基本 格式 为 耗 散 及 引 理 1. 5 边界 格式 为 可 解 , 边界 特征 方 
程 为 
R(z,x) = 1— z 1(1 + 2XA(x — 1)). (1. 33) 
可 证 边界 条 件 满足 V 一 N 条 件 , 因 为 对 =1 十 2AA(x 一 1) 一 1 一 2AA 
十 2XACcos8 十 isin9) 故 得 |z? 14X?A? 十 4XA(1 一 2 和 A) 十 (1 一 4 和 XA》 
十 4A:A:=1 由 下 面 一 节 的 例 1. 9 中 可 证 明 格 式 (1. 24),(1. 33.) 为 
不 稳定 . 为 什么 呢 ? 因 为 此 时 条 件 (1. 25) 不 满足 , 即 RC 一 1,1)=0. 
定义 13 ”边界 格式 (1.26) 称 为 耗 散 的 ,如 果 其 特征 方程 
a. 28) 的 根 满足 |x|==1,x 关 1 地 1zl<1. 
定理 1 5 ”( 第 二 主 定理 ) 设 下 列 条 件 同 时 成 立时 
(1 ) 基 本 格式 (2. 10,) 为 耗 散 或 为 西 格 式 ， 
(2)(1.25) 成 立 ， 
(3) 边 界 格式 (1. 26) 为 可 解 及 耗 散 . 
则 外 流 差分 逼近 (1. 10.。),(1. 19) 为 稳定 的 . 
(此 定理 证 明 见 后 ) 
例 1.5  ” 设 基 本 格式 (1.10.) 为 耗 散 或 西 格 式 , 设 边界 条 件 
为 右 向 显 式 尤 拉 格 式 : 
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v(t- k) = v,(t) +AA ivp it) — v.(t)). (1.34) 
(0<)MA<1n =0.1 ,r — 1) 

边界 条 件 的 特征 方程 为 R(z,x) 一 1--z AAO- 1)) OAA 

<1). KẸ lze | = AAH (1--XAD222XA 。 (1 —XA)cosë 


=1—4A(1—AA)sin? $ CI 620835 ERAEN 而 


且 (1. 34) 是 两 层 显 式 并 具有 一 阶 精度 格式 . 由 引 理 1. 4o 故 知 边 
界 为 两 层 格式 ,并 满足 (1.25) RG. 1)=1—z #0. (|z|=1， 
z 天 1) 而 且 显 式 格式 为 可 解 . 故 定理 1. 5 的 条 件 满 足 , 因 此 差分 和 逼 
近 (1. 10%),(1. 34) 为 稳定 . 
例 1.6  ” 设 基本 格式 (1.10,) 为 耗 散 或 西 格 式 ,边界 条 件 为 
右 向 一 阶 精度 隐 式 尤 拉 格式 : 
w(t 十 k) 一 和 ALv it 十 k) 一 vt 十 k)] 一 vt) QA > 0) 
(一 0,1r 一 1) (1.35) 
其 特征 方程 为 RR(z,x)==1 一 XA(x 一 1) 一 z-' 二 0. 故 得 
|z(e*y|2 = COA) + Q + XA): — 2XA(1 十 XA)cos6] 
Bl|x|=1,x=#1= 1z| 过 1, 故 边界 条 件 为 耗 散 . 申 引 理 1.40 可知 
边界 格式 为 两 层 的 而 且 
R(T (x))=1 +AA — Rx) Z 0, (Ix]| <D 
由 引 理 1. 5 可 知 此 边界 格式 为 可 解 . 因此 根据 定理 1. 5, 保 证 了 
它 的 稳定 性 . 
最 后 ,可 知 条 件 (1. 25) 是 定理 1.5 及 定理 1.4 的 一 定 要 满足 
的 条 件 . 例如 考虑 基本 格式 为 非 耗 散 的 三 层 蛙 跳 格 式 . 
v,(t + k) = v,(t — k) + AA[v,.,(t) — v, GO]. (1. 36) 
(O <àA <1/2,u = 1,2,-:) 
边界 条 件 取 (1. 33,) 而 且 = 0. 前 面 已 述 ,边界 格式 为 可 解 及 耗 
散 , 但 (1. 25) 不 成 立 . 因为 RGz,x)=z 一 z :一 A(x 一 x 1),R(z,1) 
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=z—z ! 关 0.(|21==1,z 半 1) 此 式 不 成 立 , 因 为 R( 一 1,1)=0. 今 后 
在 例 1. 10 中 可 证 格式 (1. 36),(1.33.) 为 不 稳定 . 

§ 1.4 稳定 性 判别 法 初步 

在 此 节 中 ,应 用 G. K. S 判别 稳定 性 方法 得 到 定理 1.7, 并 对 
于 差分 逼近 (1. 10) 得 到 初步 的 稳定 性 判别 方法 . 这 个 判别 法 是 证 
明 引 理 1. 3 及 定理 1.2 一 1.5 的 主要 工具 . (1. 10) 的 预 解 方程 式 为 


(Q ,— Dz *'Q.w, = 0. (u = r,r Hl) (1.37.) 
om0 
其 边界 条 件 为 


` 
(TH Dz TO)w, = 0, (p= 0,1, ,r-1) 


(1. 37) 
RPA 是 固定 的 任意 复数 . (1. 37,。) 可 书 为 
G(z)w = 0， (1. 38) 
其 中 G(z) 是 由 (1. 37,.,) 所 定义 的 有 界线 性 算 子 . 
(1.10) 的 特征 值 : 若 (1. 38) 有 一 个 w= 二 w(z)EL, 的 非 平凡 
解 , 则 称 z 为 (1. 10) 的 特征 值 . 
(1.10) 的 广义 特征 值 : 若 z 不 是 (1. 10) 的 特征 值 . 但 存在 {w 
(z) EL: fË | w” | =1 WI E. 
li m G(z)w(z) » = 0. 
则 称 z 为 (1. 10) 的 广义 特征 值 . 
现在 叙述 第 二 章 中 定理 2.5 G.K.S. 稳定 的 判别 定理 ， 
定理 1.6 ”差分 台 近 (1.10) 当 只 当 对 于 |z| 之 1 其 特征 方程 
没有 特征 值 及 广义 特征 值 z 时 为 稳定 . (BD G. K.S. 稳定 ) 
引 理 1.6 差分 逼近 (1. 10) 为 可 解 , 当 只 当下 列 条 件 均 成 
立时 ， 
(1) 差 分 方程 式 Qiw* 一 0, (=r rl, e) T%?w,=0, 
Zgos 


(g=0,=+,r—1)£ w€ L, 中 没有 非 平凡 解 . 


(2) 方 程式 
, 
Q ,G@) = DA > = 0 (1. 39.) 
Pe 
恰 有 ro 个 0 二 1x;|<<1 的 解 w, 其 中 
t, = max!—j! Aj 0). (1. 39%) 


(3)Q-,(x) 在 单位 贺 上 不 为 零 , 即 Q_:(x) 天 0,(|xi:=1). 

说 明 ”条 件 (1), (3) 表 示 Q-,w,=0,T Iw,=0 HA T fg, 
即 表 示 G 有 逆 , 而 且 1G”!| 关 0. 故 为 可 解 ,而 且 Gw=g 满足 | wl 
SK lig 中 .条 件 (2) 表 示 有 r 个 内 根 .详细 证 明 从 略 . (参看 "" 引 理 
4.1) 

现在 回 到 (1. 14) 中 的 A,(z) ,并 引入 (1.10,) 的 特征 方程 式 


, 
P(z,x) = >)Ai(z)xi = 0, (1.40) 


— 


其 中 r+p 个 根 x'(z) 在 通 近 (1.10) 中 起 了 重要 的 作用 ,此 后 常用 P 
G,x)=0 表示 基本 差分 格式 的 特征 方程 式 . 

引 理 1.7 ”对 于 |z|>1, 特 征 方程 式 (1.40) 恰 有 r 个 根 ,0 过 
|x,G)|<1,p 8 |x,G)|2>1,8 j) |=1 的 根 . 

证 ”由 假定 1.4 可知 P(z,x) 的 最 高 阶 系数 A ,,A,20. Ë 
有 r+p 个 根 , 均 满足 |x;| 沁 0. 这 些 根 均 为 下 列 方程 式 的 解 ， 

p.,(z,x) = xp(z,x) = 0. (1.41) 

由 假定 1.20, BD|x|=1=|z1<1.Bjk4|z|>1Bf.p.Cz,e't)0. 
(|z|>1,]#£|<=)#H + p(z,x)? 的 根 是 z 的 连续 元 数 ,由 此 可 知 对 于 
|z|>1 满足 0< lx) <1 的 根 个 数 同 z 无关, 特别 考虑 


P 
limP,(z,x) = STA, w. 
La Z 
由 引 理 1. 6o B] 8LlimP,(z.et)=Q_ O90. (|x|=1) 由 连续 性 
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P,(z,x) 当 0< |x; (z) |< 1 的 根 的 个 数 可 由 limP, G, x) 38 |x,|<1 
时 的 根 的 个 数 决 定 . 得 
li m P.(z,x) = x" 3 A-t", 


HEP ro 为 (1. 3% )ro= max {—j : A-140}. RE h 51 1. 6 可 


知 2 A, 588 fi r 个 lx|<1 的 根 ,因此 当 zc 时 P(z,x) 恰 


有 rf 个 |x1<<1 的 根 . 引 理 证 毕 . 

依据 上 述 引 理 ,特征 方程 (1. 40) 的 根 对 于 1z|>1 可 分 开 为 两 
组 :r 个 内 根 满足 0< |xi|<1 及 p 个 外 根 |xi(z)| 之 1. 由 连续 性 ,内 
根 及 外 根 个 数 在 1z| 之 1 均 保持 1x| 委 1 K |x 121 性 质 . 而 且 对 于 
lz| 之 1 由 假定 A-,(z)A,(z) 关 0, 故 得 x==0 不 是 PC(z,x)=0 的 根 . 
故 得 : 

引 理 1.8 ”对 于 |z| 之 1, 特 征 方 程式 (1. 40) 的 根 可 分 开 为 
个 内 根 0< |x,Gz) |<1 K p AIR |x,Gz) |21. 

现 设 z 为 已 给 ,又 已 知 z 为 (1. 10) 的 特征 值 或 一 个 广义 特征 
值 , 当 只 当 (1, 37) 有 一 个 非 平凡 的 解 ,并 具有 下 列 形 式 ， 


NM 


w = >) >) tyy a), (a= 0,1,1) (1.42) 


eml p=0 


其 中 x.(z),1<a<N 是 (1. 40) 的 相 异 内 根 ,其 重 数 为 M.=M.(z). 
其 中 Bwby) 是 关于 vy 的 任意 多 项 式 , 设 其 最 高 次 数 为 B, 即 Deg [po 


(v)]=B,tw 是 它 的 待定 系数 . 依据 引 理 1. sÈ M.=r. 为 了 求 ra， 


把 (1. 42) 代 入 (1. 37) 并 得 到 r 个 未 知 数 re 的 r 个 线性 齐 次 方程 
组 
J(z)r 王 0， (1.43) 
其 中 J(z) 是 rxr 系 数 矩 阵 , 而 r=[re] 是 未 知 向 量 . 明显 地 在 
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(1.42) rh34 134 (1. 438 ER f& c M f RN FFF w 一 w(z). 因 
此 只 有 当 DetJ(z) 尖 0 时 z 才 不 是 特征 值 ,或 不 是 广义 特征 值 . ( 因 
此 时 tw 三 0). 故 由 第 一 章 §4 定理 1 或 第 二 章 S 2 定理 2. 5 得 

引 理 1.9 ŽRE. 10) 当 只 当 

DetJ(z)#¥0 (|z| 21) 

时 , 才 为 稳定 . 

现在 对 于 |z| 之 1 所 对 应 的 内 根 x. 二 x.(z),1<a<N, 其 重 数 
为 M., 现 对 (1.42) 中 的 多 项 式 @e(y) 作 特殊 选择 ， 


Da) = (x,G2)) el al = au — B + ep, 


因此 (1. 42) 变 为 
N M, 1 
w = 5 Dula J Go, 
arl f=o 
代入 (1. 37,) 中 ,其 中 TW” 为 (1. 12) 或 (1.13) 所 决定 ,得 J(z)r==0 
的 显 表 达 式 为 ( 当 A<0) 
N M,-1 . 
5 Safe ayso (p= 0 — 1) (1.44) 
== beo 
或 为 ( 当 A>0) 
NM- m 
> y> >e, 2 - cmp |” ta CAROD aT =0. 
e=1 ĝ=0 j=0 
Gaa "r — 1) (1.45) 
为 了 更 进一步 简化 这 些 表达 式 ,我 们 引入 r 个 边界 函数 
x", (A <0) 
MBS e - Par cp“ (A>0). 
(g = 0,--,r.1) (1.46) 


因为 


#R,G,x) _ 
一 


ox 
1 m 人 (A<0) 
" 
[Een -È> CB! n (A>0) 
因此 方程 组 (1. 44) 及 (1.45) 可 取 下 列 的 统一 紧 竣 的 形式 ; 
> > [| ‘ta 0. (p=0,,r— 1) 


因此 J(z) 的 系数 矩阵 可 以 方便 地 取 为 形式 : 
](z) = [HG(z,x,M,),--- ,HGz,xw Mn)], A. 472) 
KE HGz,x., M.) 1Sa KN Æ r x M, hE 


H(z,x.,M.)= 
FR, (z,x) ] a ° 
R, (z.x) | Ë k 
lal. 2611. 
| : š: ee 01.47) 
E (2,x)] A Pa x=.) 


故 由 引 理 1, 9 得 
引 理 1.10 差分 逼近 (1. 10? 当 只 当 
DetJiz) = Det[H(2,x, M,) +e H(z xn MN)J #0 
dzl 21) (1. 48) 
时 为 稳定 ,其 中 x.=:x.(z), GKLN), E. 40166 345 338 R 
数 各 为 M. 王 Morz). 
现 讨论 内 流 (A 二 0) 边 界 条 件 ,其 齐 次 式 是 由 (1. 10.) 及 
《1. 12) 给 出 . 其 中 外 流 (A>0) 边 界 条 件 为 (1. 10.), (1. 13) 是 平移 
的 . 在 此 情形 下 ,外 流 及 内 流 平移 的 边界 函数 (1. 46) 变 为 形式 : 
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Í wy (A <0) 
R,(z,x) = < < a 

21 [È Ca- Deew (A>0) 

(u=0,1,=-,r—1) (1.49) 
现 令 R=R(z,x)==R,(z,x) ,得 
R,(z,x) = x“R(z,x). (g = 0,1,-",r — 1) 
因此 在 (1. 47,) 中 的 ](z) 矩 阵 变 为 
H(z,x,, Ma) 


xR |xR xR 


= N 'əx ; 9 š 
[xR L r ka sx 


现在 可 以 简化 引 理 (1. 10) 如 下 ， 

定理 1.7 差分 逼近 (1. 10) 其 边界 条 件 是 平移 的 ,是 由 
(1.19),(A>>0) 或 由 (1. 12), (A<0) 给 出 . 当 只 当 对 于 Yz: 
|z| 之 1, 对 应 内 根 x.(z),1<a<N 满足 

RG,x) #0 (a= 1, N;|z| 2 1,0< |x, 
时 为 稳定 . 

证 对 于 某 些 |z| 之 1 及 内 根 x. 若 R(z,x.) 一 0, 则 (1.50) 
中 的 H(z,x.,M.) 第 一 直行 为 零 , 故 DetJ(z)==0, 由 引 理 1.10 可 知 
为 不 稳定 . 

EKW, Ed 51) 成 立 , 对 于 |z| 之 1 及 不 同 的 内 根 x(z), (<a 
和 SN). 要 证 明 稳定 性 ,由 引 理 1. 10 只 要 证 明 

JG) = [H(z,x,,M,),---,H(z,x.,M.)] (1.52) 
的 列 为 线性 独立 . 为 此 目的 计 , 由 (1. 50) 设 


(1.50) 


<l (151 


[xsR (z,xx)》 


|: 


tei 
> |. = 0. (1 53) 
= 

aM. 一 

I 7 [RC x)] 


即 (1. 52) 的 列 线性 组 合 为 零 . 把 (1. 53) 重 新 书 为 形式 ， 
ZRG So] = 0. 


p=0 


(<a < N,0 < j<M.-— 1 (1.54) 
由 假定 R(z,x)|.-,. 天 0(1sa<N) 并 应 用 两 个 函数 宋 积 高 阶 导数 
的 Leibnitz 规律 ,对 于 220 把 (1. 54) 展 开 之 ,应 用 归纳 法 可 得 ， 


rr 
LY =0. (<a<N,0<j<M. 一 1) 因 此 关于 x 的 对 于 


至 多 r 一 1 次 多 项 式 更 (x) 一 Lyw EH r 个 根 . 故 和 (xz) 二 0, 即 
系数 Y, 必 为 零 . 由 (1.53) 可 知 (1.52) 的 列 线性 独立 ,稳定 性 证 毕 . 
引 理 1. 3 的 证 明 由 (1. 49)Ru(z,x) 一 x", 可知 (1.10.)， 
(1.12) 的 齐 次 边界 条 件 为 
R(z,x) = R,(z,x) = 1. 
因此 (1.51) ,Rtz,x) 寺 1 天 0. 由 定理 1.7 即 可 知 (1.10),(1. 12) 为 
稳定 ,证 毕 . 
例 1.7 ” 现 考 虚 耗 散 格 式 (1. 24), 其 边界 条 件 为 (1. 23.) 已 
知 (1. 24) 的 特征 方程 为 
P(z,x)=2z— z! — AA(x — x 1) 
+ G/162)( Vx — 1⁄ Vx) = 0. 
不 难 由 计算 证 明 (z,x) 一 (一 1,1) 是 它 的 一 个 内 根 . 再 由 (1. 23,) 得 
R(--1.1)-==0. 帮 由 定理 1. 7 可知 R (z ,x.) =0. 而 为 不 稳定 . 
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例 1.8 ” 设 基本 格式 为 耗 散 或 西 格 式 ,又 设 边界 条 件 为 
d. 32.) v,(t+k)—6v,.i(t+k)=v,(t) OCt). I (1. 32,)R(z, 
x)= 二 (1 一 z-!) (1 一 9x), 故 得 RC(1,x)=0, 对 于 一 切 x 成立 , 因此 
R(z,x.) 三 0,(z=1) 由 定理 1.7 可 知 其 为 不 稳定 . 

例 1.9 设 基 本 格式 为 耗 散 的 (1. 24), 但 边界 条 件 为 
(1.33.) ,其 特征 函数 为 (1. 33) R(z,x)=1 一 z 25(1 十 2AACx-- 
1)) 得 RC 一 1,1)==0. 故 (1.51) R(z,x.) #0. (|z| >21, |x| S1) 
不 成 立 . 因此 由 定理 1.7,(1. 24), (1. 33) 为 不 稳定 . 

例 1. 10 现 考虑 蛙 跳 基本 格式 (1. 36) 及 边界 条 件 为 
(1.33.). fB (1. 367 具 有 特征 方程 式 P(z,x) 一 z 一 2 AA (x 一 
x 1). 则 (z,x)=:( 一 1,1) 为 内 根 . 因为 əx/əz= — (ƏP/əz)/ (ƏP/əx) 
=(1+z)/Q +x DAA =1/A>0. (p/w=1+z, Pm/x= ~ (1+ 
x')XA) 再 由 泰 罗 展 开 式 x=1 十 (1/AA)(z 十 1)… 故 (z,x) 一 (一 1， 
1) 为 内 根 . 故 得 R(—1,1)=0. 由 定理 1.7 可 知 为 不 稳定 ,证 毕 . 

$1.5 主 定理 的 证 明 

现在 证 明 $ 1. 3 中 的 主 定理 ,并 由 下 列 引 理 开始 . 

引 理 1. 11 对 于 z=1, 特 征 方程 式 (1. 40) p(z,x)= 


之 Aw 一 0,(A1=A; ,一生 Asz- 1) 恰 有 一 个 根 满足 xCz) |], 一 
1, 在 A>0 时 这 是 外 根 . 


证 。 因为 基本 格式 (1. 10 DQ v(t) 二 人 Qowvtt 一 ok)， 
, 
(g=r,r+1,-:),Q,= 27 AE 是 同 a/a=Au/ x AAOH, 
P . P . 
故 得 相 容 条 件 Ana DAD = 0 Din- 局 An) 一 


XA D CÈ (e+ DAr). 这 因为 把 G1. 10.) 两 边 用 泰 罗 级 数 展开 ,再 
— = 


把 a/a = Adax 代入 D Anvi +jh,t+k)= > ZA G+ 
jh,t—oky8 D A; [vx ,t) +jhai/əx+kav/x + =] 
= 之 D As vix) +jhav/ax—oka/a +). 故 得 
@2 CAi 1 2A)=0, 
@ 二 i(A -一 闷 Am 一 2 2 (tNAA,. 
上 式 又 可 书 为 形式 : 
DAO li = 0,A,= (An 一 EAD Gss 


j= 二 ， 


>)jAi(z)| -= 一 XA>)dAi(z)/dzl- (1.55) 
或 等 价 地 书 为 形式 : 
P(z,x)|,-.-i =0, PEx) = >)Ai(z)xi， (1.56.) 
j 
#P(z,x)/Əx|,-.-, =— XAgPGz,x)/a.|,-.. (1. 56) 


由 (1. 55), fB z==1 是 27Ai(z)=0 的 解 ,由 假定 1. 2(1z1=1 只 是 
特征 方程 式 D Ae = 0 的 单 根 . 由 此 得 d( 27 A, GD)/ds|,-,>0. 
由 (1.56v) 及 上 式 ,由 隐 范 数 存 在 定理 ,可 知 在 z=1 邻 域 ,特征 方 


程式 (1. 40)p(z,x) 二 DA; x 可 关于 x 唯一 解 出 作为 z 的 函 
数 , 并 使 


x(z),-, = 1. (1.57.) 
故 定理 的 第 一 部 分 证 毕 . 为 了 完成 证 明 ,再 考虑 外 流 A20 的 情 
形 , 由 (1.56v) 
dx/dz|,-: = — (9P/&)/ (ƏP/Əx) |,-,-, 
= 1⁄2A > 0. (1. 57,) 


E T 


由 (1. 57.), 1.57.)8F3' z 一 1 二 e(e>0) 得 
x(z) 一 1 十 e/AA 二 0O(Ce) > 1. 
故 在 z=1 的 实 的 右 方 领域 中 .有 |x(z)|>I. 由 引 理 1.7 可 知 对 于 
Vz: |zi>1, |x(z)1 之 1 均 成 立 , 由 (1.57,) 所 决定 的 (1.40) 的 根 
是 外 根 ,证 毕 . 
定理 1.2 的 证 明 ”对 于 Y z: |z| 之 1. 设 x 为 所 有 的 内 根 . 
由 定理 1.7 只 证 
R(2,x.) Æ 0 (1.58) 
即 可 .由 引 理 1.8 可 知 O< |x.(z)|<1. 
OXF 0<:1x.(z)1<1 则 (1.58) 由 假定 (1. 22) 可 得 . 
@@ 因 此 我 们 只 限于 讨论 在 单位 圆 上 的 内 根 即 可 . 即 设 x)= 
e*,|£|<=. 但 由 于 基本 格式 为 耗 散 , 则 由 
Ix| = 1,.x= 1,=|z| < 1. (1.59) 
BAF |z|2>21(1.40)p(z,x)-= DA w= 没有 x 一 ef 的 根 . 
@ 因 此 限于 讨论 1z| 宇 1,x. 二 1 的 内 根 . 由 连续 性 ,由 (1.59) 可 
8 |:|<1,#kx.=1 4 |z|>1 不 可 能 为 内 根 . 


@ 现 只 讨论 
lz| =1，(z 关 1,x. = 1) (1.60) 
的 情形 . 因为 基本 格式 为 相 容 , 故 由 (1. 56.) 可 知 
P(1,1) = 0. (1.61) 


但 基本 格式 为 两 屋 , 除 了 (z,x) 一 (1.1) 外 ,(1. 56.) 没 有 其 它 的 根 ， 
即 
P(z,D) #0. (lzl=1,z 关 1) 

结合 由,@,@, 全 证 明了 (1.58) 对 所 有 的 内 根 成 立 , 由 引 理 1. 7 故 
为 稳定 . 

定理 1. 3 的 证 明 EROA OAL @@ 由 于 格式 不 是 两 
层 , 故 plz,x)=:0, 除 了 (1.1) 外 尚 有 其 它 的 根 .但 由 于 (1.25) 成 
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立 ,|z|==1,(z 尖 1) 所 有 根 满足 R(z,1) 关 0, 即 (1. 58) 对 于 所 有 内 
根 成 立 , 由 引 理 1. 7 故 为 稳定 ,证 毕 . 
现在 引入 下 列 引 理 : 
引 理 1.12 ” 设 边 界 格式 (1. 26) 为 可 解 ,并 满足 V-N 条 件 ， 
则 
ROz,x) #0, (x| < 1,l|z| > 1) (1. 62) 
RG,x)= 0. (lx| <1,l|z| 21) (1. 63) 


证 应 用 引 理 1. 6 于 可 解 边 界 格式 ,可 知 方程 (1. 39, ) 为 


T_,(x) 一 >C, =o. 这 个 边界 格式 为 单 边 的 . 由 (1. 19) 可 知 
Cs.-1 关 0. 因 边界 格式 r=0,p=m 故 没有 内 根 ,只 有 外 根 , 而 且 由 
引 理 1. 60%.6%w 可 知 T-;(x) 关 0, (0 过 |x| 志 1) 同时 得 TT-,(0)= 
Cx- 0, Bp 

TaD #0 (|x <1) (1. 64) 


因为 边界 格式 满足 V-N 条 件 , 故 得 (1. 28)R G, e")= 到 ce" 对 于 
|z|>1 RAF. (AA |x |=1=|z|<1) jk |z| >1 时 内 根 个 数 
同 z 无关 .但 当 z> ocRf,limR (z1x) =T, (#0, (|x | <DA 
R(z,x)2f |z|2>1 RA |x |<1 的 根 . (1. 62) 证 毕 . 

为 了 证 明 (1. 63) ,我 们 注意 ,由 (1.62) 若 jz|>1 WR |x |>1. 
故 由 极限 可 知 }z| 之 1 时 的 根 有 |x| 宇 1. 因此 当 |x| 过 1 时 无 根 . 即 
R(z,x) 关 0, (|z| 之 1, 1x|<<1),(1. 63) 证 毕 . 

定理 1.4 的 证 明 由 边界 格式 为 可 解 ,满足 V 一 N 条 件 , 由 
引 理 1. 12 得 (1. 63) 成 立 , 即 (1. 22) 成 立 , 故 由 定理 1. 3 知 
A. 10a), 1. 19) 为 稳定 的 ,证 毕 . 
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定理 1. 5 的 证 明 
@ 若 基本 格式 为 耗 散 ,边界 格式 也 为 耗 散 , 故 满足 V-N 条 件 ， 
由 定理 1. 4 为 稳定 . 
@@ 若 基本 格式 为 酉 格式 即 |x|=1= 1z|==1. 边界 格式 也 满足 
V 一 N 条 件 及 可 解 . 故 由 引 理 1. 12 得 
Rlz,x) #0, Qx} <1,lz|>1) (1. 62) 
R(z,x) #0. (lx| <1,l|z] 21) (1. 63) 
故 只 证 对 于 |x|==1, 1z|=1 时 ,R(z,x) 关 0 即 可 .因为 |x|=1 坟 
lz|=1,( 西 格式 ) 但 边界 格式 为 耗 散 , xi=1,x#1> |z|<1. $ 
Ix|=1,x#1, |z|=1 必 不 是 边界 格式 的 根 , 由 引 理 1. 11,x=1， 
z 三 1 为 外 根 , 即 R(z,x) 天 0. 《|x|=1z|=1) 对 于 x=1,z 关 1, 可 应 
用 (1.25), 故 得 对 所 有 内 根 x.,R(r,x.)260,(|z|221,0< |x.| 15 
(1. 51) 成 立 . 故 由 定理 1.7 可 知 在 西 格 式 情形 下 ,也 为 稳定 的 ,证 
毕 . 


$2 双 曲 型 方程 初 边 值 问题 差分 逼近 判别 
稳定 性 的 简便 方法 


引言 ”在 此 节 中 叙述 了 关于 双 曲 型 方程 组 
u, = Au, + Bu + f, (x>0,t20) 

331 (8 [E] 8 E — 2 2 E 61 fü E 61 ë së EA Jy 35. 应 用 此 判 
别 方 法 可 以 对 于 一 些 著名 的 基本 格式 ,边界 格式 及 其 种 种 组 合 进 
行 稳定 性 判别 , 并 对 最 近 在 文献 中 所 出 现 的 多 种 特殊 的 差分 格式 
也 加 以 稳定 性 判别 . 

这 里 的 差分 格式 包含 有 更 一 般 的 显 式 、. 隐 式 、 耗 散 的 双 层 及 多 
层 的 格式 ,并 配合 以 各 种 类 型 的 边界 条 件 . 


现 限于 讨论 外 流 (A 之 0) 平 移 形式 的 边界 条 件 , 即 对 于 所 有 边 
界 点 均 具 有 同一 的 系数 . 

在 这 一 节 中 , 均 假定 基本 格式 对 于 纯 初 值 问题 为 稳定 . 而 且 此 
节 中 的 稳定 性 也 包含 第 二 章 中 的 G. K. S. 稳定 . 

由 $1.1 及 $1.2 中 (参看 引 理 1.3 及 定理 1.1) 可 知 下 列 定 
理 成 立 . 


定理 HE Qv at= Qw, tok) +kb, (t) 
当 只 当 外 流标 量 分 量 (A 之 0) 的 主要 部 分 稳定 时 稳定 . 

定理 。 ”差分 格式 的 流入 分 量 ( 内 流 分 量 A<<0) 时 常 为 稳定 
的 . 

差分 格式 的 整体 稳定 性 可 简化 为 齐 次 外 流标 量 部 分 的 稳定 
性 ,这 是 本 节 的 主要 论点 . 

在 $2.2 中 叙述 了 简化 问题 的 稳定 性 判别 法 .在 Š$ 2. 3 中 证 明 
了 这 个 判别 方法 依赖 于 边界 条 件 . 又 称 为 同 内 点 格式 无 关 的 判别 
方法 ,这 种 判别 方法 比 按 G.K. S. 稳定 性 定义 来 判别 为 简便 . 

# $ 2.2 的 第 二 部 分 ,应 用 新 的 判别 方法 来 判别 前 节 $ 1 中 各 
例 的 稳定 性 ,并 指出 基本 格式 为 耗 获 或 酉 格式 ,而 边界 格式 为 显 式 
或 隐 式 右 向 尤 拉 格式 , 则 总 体格 式 为 稳定 . 对 于 耗 散 基本 格式 , 若 
边界 条 件 为 斜 外 推 ,或 框 形 格式 或 右 向 尤 拉 格式 , 则 总 体格 式 也 为 
稳定 . 

在 $2.2 中 .包含 了 若干 新 的 例子 ,其 中 可 以 看 到 , 若 基 本 格 
式 为 任意 二 层 的 , 则 边界 为 水 平 外 推 格式 也 保证 了 总 体 的 稳定 性 . 

若 基 本 格式 是 Crank-Nicolson 格式 ,或 向 后 ( 隐 式 ) 尤 拉 格 
式 ,而 边界 条 件 是 斜 外 推 , 则 总 体 也 为 稳定 . 但 基本 格式 及 边界 格 
式 均 非 耗 散 , 则 由 8 1 的 方法 尚 不 能 判定 其 稳定 性 是 否 成 立 . 

现 不 难 把 此 种 问题 推广 到 双边 界 情形 , 即 对 于 左 或 右 四 分 之 
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一 平面 上 的 单 边 值 问 题 分 别 为 稳定 ,( 参 看 外 中 的 定理 5. 4 WJ AN 
边 值 问题 也 为 稳定 . 

$21 简化 问题 的 差分 逼近 

考虑 一 阶 双 曲 型 偏 微分 方程 式 (1. 1.), 这 时 A 取 形 式 (1. 2). 
初 边 值 问题 由 (1 1 及 (1.1.) 给 出 , Q v O =v Ax, t) A ARK 
数 ,并 用 差分 逼近 式 (1, 4.). 如 同 前 节 所 述 ,应 用 简化 内 流 (A 二 0) 
格式 (1.7.),(1.7).(1.3?.) 及 外 流 (A>>0) 格 式 (1. 8.), (1. 8). 
(1. 8.). 对 于 这 些 格 式 已 简化 为 标量 的 齐 次 方程 式 的 初 边 值 问题 


Q tt AG = DA, AD, =r l) 
P S (2.14) 
IQ = 2; A.E. (9=— hens: 
weAD = v,GAD. (s= 0ps = 0,15) @.1) 
边界 条 件 为 


` 
T_iwt+AD = PUTs = AD, (p= onen = D 


.=0 


(2.1) 


T,= SCE, (a #00 =— 1,09 
对 于 这 些 方程 ,前 节 的 假定 1. 1 一 1. 4 均 成 立 ,此 外 尚 有 
假定 1.5 
SIGE # 0. (G = Ga — Dz 1C,.|z| > 1) (2.2) 


i=0 


设 方 程式 (2. 1.) 的 特征 方程 式 为 


, ; 
P(z.x) = D A,A) = A. — Dz A. 


<= 
G = -ree p) (2.3) 
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$2.2 结果 的 叙述 及 例 
为 了 叙述 二 要 稳定 性 判别 方法 ,相似 于 (2. 3), 定 义 下 列 边界 
特征 函数 : 


RG,x) = Eca», 
其 中 C, 是 由 (2.2) 所 给 定 , 现 定义 函数 


NCz.x) = |P(z,x)1 十 |RCz,x)|. (2.4) 
并 证 明 ， 
定理 2.1 (第 -- 主 定理 ) 对 于 差分 逼近 (2. 1) , 若 下 式 成 
X: 
QG.x) 0. dz} 2>1,0< |x| '<S 1,Gz,x) # 0.1) 
(2.5) 
则 为 稳定 . 


其 次 把 (2. 5) 分 割 为 二 个 部 分 得 下 列 定理 ， 
定理 2.1 (第 一 主 定理 的 重 述 ) ”对 于 差分 静 近 (2. D. 
车 下 列 条 件 同时 成 立时 


Qc,x) 关 0,《lz| 宇 1.Ix| = 1,x > 1) (2. 6.) 
Az.) Z 0,(|z| 2 1,z £ 1) (2.6) 
Qiz,xY 0. (z| 2 1.0 < |x| <1) (2.6.) 


见 为 稳定 . 
这 个 定理 的 优点 是 提供 了 方便 有 用 的 充分 条 件 , 在 (2.6) 中 包 
含 了 这 些 的 条 件 . 现 叙 述 下 列 定义 : 
定义 2.1 ”边界 条 件 称 为 耗 散 : 若 边界 特征 方程 
R(z,x)= 0 2n 
WR E l= xij] 
定义 2 2 KHAR 1DE V- N 条件, 若 (2.7) 的 
RAE lal ejz. 
= 94 =: 


定义 2.3 ”边界 条 件 (?. 1.) 称 为 有 界 可 解 , 若 存 在 一 个 常数 
K>0. 使 对 于 每 一 个 gELi,wEL;, 使 下 列 方程 有 唯一 的 解 ; 

T wW, =g (u =0,1,.) (2.8) 
MERWE | wl <K |g ll. 

明显 地 ,这 定义 即 前 节 的 假定 1. 1, 而 且 耗 获 表示 满足 V-N 
RIF. 

定理 2.2 (第 二 主 定理 ,判别 稳定 的 简便 形式 ) 

(1) 若 基本 格式 或 边界 格式 为 耗 散 , 则 (2. 6.) :Q(z,x) 关 0(|z| 
21,|x|=1,x=: 1) Y. 

(2) 不 等 式 '2. 6,)Q(z,1) 取 0,(1z| 之 1,z 关 1) 当 下 列 条 件 之 一 
满足 时 成 立 . 

fa) 基 本 格式 为 二 层 ， 

(b) 基 本 格式 为 三 层 ， 
AC- ],1) 尖 0. (2.9) 

| ?边界 格式 为 二 层 , 至 少 有 零 阶 精 度 . 

\(d) 边 界 格式 为 三 层 , 至 少 有 稚 阶 精度 ,而 且 (2. 9 成立， 

(3) 若 边界 格式 满足 V-N 条 件 , 有 界 可 解 . 则 下 式 成 立 ; 

(2.5.):Q(z,x)2Z 0. (|z Z21,0<|x|<1) 

上 述 定理 2.1 及 定理 2. 2 的 证 明 在 8 2.3 中 给 出 . 以 下 给 出 
若干 例子 . 并 先 给 出 关于 边界 条 件 有 界 可 解 的 若干 有 用 的 充分 条 
件 .( 见 本 章 S 1 引 理 1.5) 

引 理 2.1 ”(1) 边 界 条 件 (2. 1.) 是 有 界 可 解 的 , 当 只 当下 列 
成 立 : 

T :tk) = SC, w Z 0. (0< ixi 科 1) 2.10 
(2) 特 别 , 显 式 格 式 时 常 是 有 界 可 解 . 


例 2.1 ， 设 基本 格式 (2.1.) 是 任意 的 ,( 耗 散 或 非 耗 获 > 设 边 
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界 条 件 (2. OE hA- MRE ER ti RRI: 
vat + k) = v Ct) + AALv, (t) 一 vt 
(0<XA<1,g = 0er — 1) 

这 二 层 边界 格式 为 耗 散 的 . ( 见 例 1. 5 ,公式 (1. 34)). 

由 于 边界 条 件 为 显 式 , 则 由 引 理 2. 1 可 知 为 可 解 的 ,而 且 是 耗 
散 格式 , 故 V-N 条 件 为 满足 .因此 由 定理 2. 2. 48 (2. 6.) 为 满足 . 
再 由 定理 2. 2 可 知 (2. 6.) 满 足 . 由 定理 2. 2 可 知 (2. 6,) 为 满足 . 
故 由 定理 2. 1 可 知 边界 格式 为 右 向 一 阶 显 式 尤 拉 格 式 必 为 稳定 . 

注意 下 列 各 例 中 假定 1. 5 均 为 满足 . 

例 2.2 设 基本 格式 为 任意 的 ,而 边界 格式 是 右 向 一 阶 隐 
式 尤 拉 格 式 : 

Vt + k) — XA(v,.,Gt + k) -- v,G(t + k)) = v), 

QA > 0, = 0,--,r — 1) 

这 个 格式 为 二 层 耗 散 . (证 见 例 1.6 公式 (1. 35)) 故 满足 V-N 条 
件 . 而 且 T ,=1+XA(1—x),R.T-,=1+2A(1—cost)20. |x | < 
1. 故 由 引 理 2. 10, 边 界 条 件 为 有 界 可 解 . 由 定理 2. 2 得 (2. 6.) 
Q(z,x) 天 0,(|z| 之 1,0<<|xl<1) 再 由 定理 2. 2 及 定理 2.1 可 知 为 
稳定 . 

例 2.3 ” 设 基 本 格式 为 二 层 任 意 格 式 , 边 界 条 件 为 。 一 1 阶 
水 平 外 推 

v(t + ADO = S (一 Dvw + AD, 
(p= O, r — 1) (2 11 

故 得 特征 方程 ; 

Ræ) = Rœ = 1 Dl Dr = Q 一 xz- 


mi \J 
故 R(z,x) 二 R(x) 关 0,(x 关 1) 这 直接 给 出 (2. 6...). 因为 基本 格式 
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为 两 层 ,定理 2. 2. PB (2. 6.). 由 定理 2.1 可知 为 稳定 . 证 毕 . 
注意 ,车 基本 格式 是 多 于 两 层 , 则 不 论 是 耗 散 或 非 耗 宜 的 基本 
格式 ,上 述 结论 不 成 立 . 下 面 便 是 这 样 的 例子 . 设 基本 格式 为 三 层 
蛙 跳 格式 
v(t + k) = v,(t — k) + Alv, (t) 一 vi(t)]. 
Gg = 1,2,-:) (2.12) 
这 是 本 格式 . 如 果 附 属 以 边界 条 件 
Volt +k) = 2v, t + kò -v(t + k). 
则 为 不 稳定 的 . 这 因为 R(z,x)=z(1--x)? 由 于 x=1,z= 一 1 为 内 
根 , 代入 边界 条 件 的 特征 方程 得 
R(z,x) =z(1 一 xz 一 0， 即 PC(-1,1) =R 1,1) = 0. 
由 于 DetJ(z)=R(z,x) 一 0, 本 章 定理 2.1,2.1 不 能 判别 ,但 由 第 
二 章 定理 2, 5 可 知 为 不 稳定 . 
对 于 下 列 例子 也 可 说 明 其 为 不 稳定 的 . 对 于 三 尼 5 点 耗 和 散 基 
ERR: 
w(t+k)=[I 一 (e/16)(E-D2G -E Dv,(t—At) 
HAE Ev) (0<e<1,0<AA 和 1 一 ep 一 2,3，) 
这 是 耗 散 格式 ,证 见 公式 (1. 24). 若 边 界 格式 为 (2. 11) 而 特征 方程 
为 (x 一 1)"=0;, 则 由 于 x==1,z= 一 1 为 内 根 ,代入 到 边界 的 特征 方 
程式 便 为 满足 . 即 DetJ(z)==0, 由 第 二 章 定理 2. 5 可 知 为 不 稳定 . 
A24  ” 设 基本 格式 为 耗 散 , 而 边界 格式 为 w- 1 E PLE 
推 : 
vlt + At) = >l”) Wyatt — G= D At 


(g = 0,1,--,r — 1) i (2.13) 
由 于 基本 格式 为 耗 散 , 故 由 定理 2.2 知 (2. 6,) 成 立 , I 3:38 9 38 
式 的 特征 函数 为 
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故 得 
Q(z,x) 之 [R(z,x)]| Æ 0. (z Æ x) (2.14) 
由 此 得 (2. 66.:) 成 立 . 由 定理 2.1 得 稳定 性 ,证 毕 . 
例 2.5 ， 设 基 本 格式 为 耗 散 ,边界 格式 为 二 阶 精度 框 形 格 
式 
v,(t + k) + vpi (t + k) — AA Cva (t + k) — v,(t + k)) 
= v,(t) + v, (t) + XA (v,.,(t) — v,GtD). 
(g =0,1,.,r— 1) 
这 个 格式 为 西 格 式 . GERLA 1.3 公式 (1. 30)) 其 特征 方程 式 为 R 
(z,x)==[1 十 x 一 XA(x 一 DJz 一 [1 十 x 十 XA (x 一 1)]. 故 当 |x|=1 过 
|z| = 1. 由 此 可 知 当 基 本 格式 为 耗 散 时 , (2. 6.) 成 立 . 由 定理 
2.2we, 可 知 (2. SORT. 由 于 边界 格式 为 西 格 式 , 它 满足 V 一 N 条 
件 . 由 引 理 2.16 必 可 知人 .1 二 1 十 x 一 XA(x 一 1) 关 0. 故 为 可 解 的 . 由 
定理 2.26 ,可知 (2. 6.) 成 立 . 故 由 定理 2.1 证 明了 稳定 性 . 
例 2.6 设 基本 格式 为 耗 散 , 设 边 界 条 件 为 右 向 三 层 加 权 
RARR: 
v,(t — At) = v,(t — At) 
+AA Cv, (t) — v,(t + At) — v,(t — At)). 
(0O<à)MA<1,v = 0.1,--,r — 1) (2.15) 
由 定理 2. 2 可 知 (2. 6.) 成 立 , 而 且 边 界 格式 特征 方程 式 为 R(z， 
x)=1-—z !-XAGxz !-1-z *),R(—1,1)=0. H Q(—1,1) 
2>R(—1,1)=4XA20. 由 定理 2. 2.54 EÍ SI (2. 6,) 成 立 . 由 于 边界 
特征 方程 式 为 (1 十 AA)z 一 2AAzx 一 (1 一 XA)=0. 故 得 
z=xQA + b)/(1 + XA). 
ka = (AAY +e" - QAD). (x = e") 
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(2.16) 


故 得 |x|=1 时 ,lz| 委 1. 故 V--N 条 件 满 足 , 由 引 理 2. o MER 
边界 条 件 时 党 为 可 解 . 由 定理 2. 2o 可知 (2. 6.) 成 立 , 由 定理 2. 1 
证 明了 稳定 性 ， 
例 2.7 设 边界 条 件 为 (2. 15),0<<AA<1, 而 基本 格式 为 非 
耗 散 的 ,而 且 特 征 方程 式 满足 
P(- 1,-- 1) * 0. (2.17) 
同 前 例 相同 ,得 (2. 6, . ) 成 立 . 现 证 (2. 6.) 也 成 立 . 现 令 p= QA, 
在 (2.16) 中 令 0<<18|1<<x 得 
bjt = e + (1 -~ 6): -+ 2p(] -一 p)cos28 
s< + (1 — p! + 201 — p) S 1. 
H (2.163408 1z(x SAA Ibe) |) 14 AAD<1. (0< J| <7)B} 
RG, ®© #0. (z| >1,lx| =1,x#£1) (2.18) 
由 (2.16) 得 z( 一 =-…-A 土 DD)/(14XA)= eee 


故 得 
Riz,-- 1) #0. (lz|721,2z=— 1) (2. 19) 
告 合 (2.17) 一 (2. 19) 得 
Q(z,x) = |P(z,x)| 十 1R(z,x) # 0. (|z| 2 1,|x| = 1,x 2 1) 
即 (2. 6.) 满 足 ,由 定理 2. 1 即 得 稳定 性 . 
现 考虑 一 些 著 名 的 非 耗 散 基 本 格式 并 满足 (2. 17). 例如 
Crank Nicolson 西 格 式 : 
v,(t+ k) — QA/4)(v,, (t + k) — vlt + k)) 
= v,(t) + QA/4)(v,.,(t) — v, (t), (g = 1,2,:) 
(2.20) 
其 特征 方程 式 为 
P(z,x) = (1 一 QA/4)(x 一 x-1))z 
= 0 + AAD ax ')) = u. (P(— 1, — 1) 05 
= 290 


若 |x!=1, 得 |z|=1, 故 为 西 格 式 . 设 其 边界 格式 为 儿 乎 耗 散 向 后 
尤 拉 格 式 : 
v,(t + k) = QA/2(v,. (t + k) — v,.i(t + k)) = v,(t), 
(p == 1,2,.…) (2. 21>) 
其 特征 方 称 式 为 "1- QAD O —-x ')]z=1. HER |x | =1,x= 
+1= |z|:<1. 
几乎 耗 散 格式 定义 若 格式 的 特征 方程 式 中 ,除了 有 限 个 
x 值 外 ,例如 前 例 中 x 天 士 1) 满 足 关 系 式 1xj=1 一 1z1<1, 称 为 几 
PHARRR. 
现在 考虑 几乎 耗 散 Lax-Friedrichs 格式 ; 
valt — k) = (v,-,(t2 + v,-,(t))/2 
+ À)A(v,. lt) — vp- Ct))/2. (0 < A < lsu = 1,25) 
其 特征 方程 式 为 
P(z,x) = z— (x + x !1)/2— XAGx — x"!)/2 = 0, 
P(— 1, - 1) == 0. iË x = e“, z= cos + iXAsinë. | z | = (cos*& + 
VAi HDI xA], iz|<1. 故 为 几乎 耗 散 格 式 . 此 时 条 件 (2. 17) 
不 成 立 . 设 边 界 亲 件 为 (2. 15)R (z,x) 一 1 一 z: 一 XA(2xz 一 1 一 
z 3) 此 时 P(-- ,一 1) 一 0,R(C 一 1, 一 1) 一 0. 因此 定理 2. 1 的 条 件 
(2. 6,) 不 满足 . 故 不 保证 稳定 . 实则 由 计算 可 知 其 为 不 稳定 . 
例 2.8 现 取 任 意 二 层 基 本 格式 ,而 边界 格式 是 右 向 两 步 
尤 拉 格 式 
vt) vt =k) +AA Cv, ltk) =v, (tk) OAA 
1/2,p=0,}. r --1)W] R(z.x)=1—z ?(1 十 MA(x 一 1)). 故 由 R 
(zx) 二 日 得 如 =:[1 十 2XA《x 一 1)j(0 达 I 二 x) 故 得 
aie) 1 = (] + 2hA(cos€ — 1)) -+ AM:A?sin’é 
= 1 + 4XA (cosË — 1) + 4A A? (cos? + 1 — 2cost) 
= 1 -+ AXA (2AA-1) (1 — cost) < 1. (CAA < 1) 
< 


Bo |x|=1,x#1,—> ¿|<1 为 耗 散 . 故 边界 格式 为 显 式 及 耗 散 格 
式 ,满足 VN 条 件 , 故 得 

(1 边界 格式 为 臣 散 由 定理 2. 2 ,=> (2. 6.) 成 立 . 

(2) 两 层 的 基本 格式 由 定理 2. 2 一 (2. 6 成 立 . 

(Y MAK RRL VON 条 计 , 有 界 可 解 , 击 定理 2. 2 一 
(2. 6,) 成 并 . 

由 定理 2T ARE. 

例 2. 9 HIE X. 2 UE ES 93: ñ) FS Crank-Nicolson 格式 
(2.20),(AA<S1 "及 针 外 推 边界 条 件 : 


wasioe DIJ Dva- G Dk). (2.22) 
| 


H F02.14)G(z,x)z|R(z,x)| = |'1--z/x)" |£ 0. (z 关 x) 故 由 
(2. 6), (2. 6.) 可 知 它 成 立 , 只 要 证 明 
0Q(z,x) = IP(z,<x)] + IR(z,x)| Z 0. 
(z= x,|x] == ]xx>: 1.XA < 1) 
因为 zx 时 (2. 5,) 一 定 成 立 . 只 讨论 z= x 的 情形 
P(z,x) 一 1 一 XAtr-- xD) 人 4 一 2 十 MACx — x"1)/4). 
O< <r MA<1) (2: 23) 
由 于 P(e",e*).=(1- e AAAA +cos)/2). 
这 因为 一 XA(l 十 x 1(x 一 x 1y/4=— XA(1-x2)(1+x)/4 
=. MAAC x DAA DA- x)/4 
= 一 AA(l—x 1)(2+x+x 1) /4 
=—AA(l el)(l+cost)/2, (x=e") 
故 得 PCe*,e*)==1--e“*)[1 一 AA(1~+cos&)/21. # (2. 6.) 成 立 , 由 
定理 2. 1 知 为 稳定 .证 毕 . 
例 2.10 ” 设 基 本 格式 取 几 乎 耗 获 无 条 件 稳定 向 后 尤 拉 格 
式 (2.21) ,边界 格式 为 斜 外 推 (2.22” 为 了 证 明 稳定 性 ,应 用 上 例 
- @ - 


的 同一 方法 ,只 证 明 z 一 x 一 时 
P(z,x) = 1 — MAA(x—x /2 — z ! 2 0. 
0< itl <> (2.24) 
AA P(et,ety—= 1--cosi+i(1—XA)sin€£#0(82Z0)ÉK(2. 6.) 成 立 ， 
由 定理 2. 1' 故 为 稳定 . 
§2.3 主要 定理 的 证 明 及 例 
为 了 证 明定 理 2.1 及 2. 2, 我 们 考虑 在 (2. 3) 中 的 特征 函数 


P(z,x). 对 于 每 一 个 zlzl>>1 在 (2 SPG, 0 =: DA 中 ,由 
$1 假定 1.4 3 5 4 z|221 P(z,x)=0 有 r 十 p 个 根 x(z). 这 
些 根 具有 下 列 分 离 的 性 质 . 
引 理 2.2 ”对 于 lz|>1, 基 本 特征 方程 式 恰 有 T 个 根 1x(z)| 
< 之 1 及 p 个 根 |xtzY i 之 1 而且 没有 |x(z)1=1 HR. 
这 就 是 引 理 1.7, 前 节 已 经 证 明 . 由 极限 关系 即 得 ， 
引 理 2.3 对 于 1z| 之 1, 基 本 特征 方程 式 F(z,x) 一 0 的 根 
分 开 为 r AAR 0< S1 及 p 个 外 根 |x(z)| 之 1， 
由 前 节 $ 1, 4 定理 1.7 可 得 下 列 判 别 稳定 性 方法 . 
定理 2.3 差分 逼近 (2. 1 为 稳定 的 , 当 只 当 对 于 每 一 个 
[zi> PU ,xy 的 每 个 内 根 及 对 应 的 边界 特征 函数 R(z,x) 满 足 
RG ,xG@)) = 0. (2.25) 
故 得 
引 理 2.4 KORNO. 1) 为 稳定 的 , 当 只 当 Y z: |z|2>1 
及 每 一 个 Plz,x) 的 内 根 x(z) 满 足 
Qtz,xtz)) = |P(z,x(z))|] + IR(z,x(z))| Z 0. (2.26) 
现 讨论 z== 工 的 内 根 的 -- 些 结果 .由 8 1.5 的 引 理 1.11 得 : 
引 理 2.5 ” 若 z=1, 则 x=1 当 A>0 时 是 PCz,x) 的 外 根 . 
定理 2. 1 的 证 明 IFY z: |zl 之 1, 设 x(z) 是 对 应 Plz， 
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x) 的 内 根 . 车 ze. al 2. 3 可 知 6 所 jx(z)1<1. 故 由 52.5) 即 
可 得 (2. 26). 若 z==1, 电 引 理 2.5 可知 x(z) 王 1 是 外 根 . 由 引 理 2. 3 
知 0<xtz)ss1,xrz) 天 1. 故 由 (2.5) 也 得 到 (2.26). H S| PE 2. 4 可 
知 差分 逼近 (2. 1) 为 稳定 ,证 毕 . 

定理 2. 2 的 证 明 

(1) 若 基本 格式 或 边界 条 件 为 耗 散 . 故 得 

P(z,x)=0,(]z|2>1.]x|= 1,x> 1) 或 

R(z,x) 天 0. (z| =l. |x|==1,x 1) 
故 (2. 6,) 成 立 . 

(2,) 因 为 基本 格式 问 u= Au 相 窑 ,至 少 有 一 阶 精度 ,满足 相 


ERMD UA, -Z An = 0. BI 
P(1.1) = 0. (2.27) 

由 假定 此 基本 格式 为 二 层 的 , 故 P(z,1) 是 关于 z :的 一 次 方程 式 ， 
只 有 一 个 根 P(1 ,1)==0. 得 P(z,1) 关 0.(|z| 之 1],z 天 1) 故 得 (2.6) 
成 立 . 

(26) 在 二 层 情形 ,和 2. 27) 仍 成 立 . 但 是 现在 P(z,1) 是 关于 z 
为 二 次 方程 式 ,并 县 有 实 系数 ,由 (2. 27) 可 知 z =l 是 其 中 的 一 
个 根 , 因 此 其 它 的 根 也 为 实 的 . 因此 


Piz,1) 0, (Iz| = 1,z + )) (2.28) 
而 且 基本 格式 满足 V N 条 件 , 故 
Piz,1) 尖 0 (zl>1 (2.29) 
(E |x|=1= jzlssl 的 原故 ) 由 (2. 28),(2. 29) 得 
Qtz,1) 关 0， (|z] > 1.z#+ 1) (2.30) 


再 由 条 件 (2. 9) 即 得 (2. 6,) 成 立 . 
《2.) 的 证 明 同 (2,) 相 同 ,只 是 把 Pl(z,x) 改 为 R(z,x) 而 已 . 并 
ÆRA. D=0 4 E2. 27) 即 得 . 
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(24) 的 证 明 ,这 时 仍 有 (2. 29)P(z,1) 半 0. (|z; i>1). 因为 基本 
格式 满足 V-N 亲 件 .而 边界 条 件 是 下层 的 . (2. 28)JE Hi 
Riz,l) #0, (z| = l,z£ £ 1) (2.31) 
所 代替 ,由 (2.29),(2.31) 得 (2.30). 再 由 (2. 9) 得 (2. 6,). 
(3) 因 为 边界 条 件 是 有 界 可 解 ,看 引 理 2. 1 得 


a 
Tao = DC urA. (0<|x|< 1 232) 


再 由 (2. 1.) 及 (2. 1044 
T-:(0) = Ç, , = 0. (2. 32,) 
H (2. 32...) 48 
T.,(x)> 0. “(|x| < 1) (2. 33) 
因此 函数 mx:IR.z,x) 是 z 及 x 的 多 项 式 , 可 书 为 
z*IR(z,x) = (z — z;,)* (2 — z )R, (z,x), (2.34) 
其 中 Re(z,x) 是 x 的 多 项 式 ,其 最 高 系数 为 非 零 常数 ,其 它 的 系数 
为 关于 z 的 有 理 顶 数 . 由 假定 1. 5 


R(z,x) = > Gex 


对 于 iz| 之 1 关于 x 是 非 零 多 项 式 , 故 在 (2. 34) 中 必 满 足 1z|<<1， 
G=1,- OFW 34z|2>21 时 ,R(z,x) 变 为 零 次 多 项 式 . 由 此 可 知 
z+R(z,x) 的 最 高 系数 (是 x 的 多 项 式 ) 对 于 |z| 之 1 有 异 于 零 的 
界 . 因此 z*'RG2,x) 的 根 也 是 RCz,x) 的 根 x==x(z) 对 于 |z| 之 1 是 
z 的 连续 函数 . 
由 假定 ,边界 杀 件 满足 Von-Neumann 条 件 , 故 对 于 |z|>1 函 
数 RGz,x) 在 lx|=1 上 不 为 零 . 由 连续 性 ,R(Cz,x) 的 根 x=x(z) 满 
EOIS EKJS KE lzi > 工 的 z 无关. |x |<1 的 根 的 数目 等 
FAzo RG, OST (x)=0 的 根 的 数目 .由 (2.33) 可 知 
R(z,x) 在 iz|>i HRA x <1 的 根 . 故 R(Cz,x) 的 根 当 |zl>1 时 ' 
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WEDL 申 于 根 的 连续 性 .因此 对 于 1z| 宇 ] HPR 38 hL 
|x(z2) 1. 即 R‘z,x) 尖 0,|xj<<1, 1z| 之 1. 即 (2. 6 ,证 华 . 

注 2.1 $1.3 的 定理 1.4 可 由 定理 2. 1 证明 . 这 是 内 
为 它 可 由 本 节 京 理 证 明 .由 定理 2. 20 .可 知 (2. S O RA eR 
定 1.20 f P D Uz2 >D. 2D AG, D0. (iz D: 
1,z 关 1) 故 定理 2. 1 ,(2. 6 成 立 而 得 到 稳定 性 , 即 证 明 S 1.3 的 定 
理 1. 4. 

381.3 的 定理 1.5 可 由 本 节 定 理 证 明 . HEH 2. 2u ,6 得 
(2. 6...) 成 立 , 由 (1. 25) 及 (2. 29) 得 (2. 66) 成 立 . 由 定理 2.1 可 知 
1.3 定理 1.5 成 立 . 

Š 1.3 的 定理 1.2 可 由 本 节 定 理 证 明 . 这 因为 

忆 由 基本 格式 为 耗 散 ,由 定理 2.202 5,)， 

鸳 由 基本 格式 为 二 层 ,由 定理 2 2..=> 人 2. 6.)。 

@R,x)20,1z2|221,0-<|xi= 1=>(2. 6.) 

故 由 本 节 定 2.17 训 知 为 稳定 . 

S 1.3 的 定理 1.3 也 可 由 本 节 宗 理 证 明 . 这 因为 

DHEN 2. 2(1) 之 (2.6.) 成 立 

的 由 定理 假定 (1. 22)=>(2.5.) 忆 立 ， 

@H V.N 条 件 满 足 故 得 P(z,x)=:0,lxl=1=~>izis1l. 由 此 
得 Ptz,x) 天 0. :|1z12 1,1xl:=1) 故 P(z,1 er. 1z|>>1):R0z,1) 
尖 0.〔〈| zj = lz 沽 1) 由 此 得 04z,1) 了 0.(0jzl:1,z<1) 即 (2.6w) 成 
立 , 故 由 本 节 定 理 2. 1 可 知 为 稳定 . 

注 2.2 例 2.1 一 2.6 包含 7$1 中 的 中 有 主要 例子 . 例 2. 
3 是 非 耗 散 的 基本 格式 .而 例 2.7 一 2… 10 是 新 的 网 子 ,而且 不 可 能 
用 8$1 的 结果 兰 别 稳定 . 对 于 例 2.3,2.7,2.9 及 2. 19 不 能 用 $1 
的 定理 1. 2 一 1.5 判别 稳定 性 . 因为 它 尚 需要 基本 格式 ,或 边界 条 
件 为 耗 散 . 对 于 例 2. 8 基本 格式 不 - 定 证 耗 族 ,但 边界 条 件 为 耗 
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HON RBIS 的 定理 1.5 49ER BIEK S RO— 1.1) = 0,ëk 
$1 公式 (1 25 e .MOE 1.5 22 Af 5 JH. 

注 2.3 HB Gustafsson 已 指出 :基本 格式 为 蛙 跳 格 式 ( 并 记 
为 LF)LE，vtTk) -一 vt- DAAA (t) — v, t), (v= l, 
2.) (2.12). 边 界 条 件 为 线性 余 外 推 vot tk) — 2v, (t) + v, (t 
—k)= 0 是 稳定 的 . 

现 证 明 这 个 结果 . 这 是 由 P(z,x' =z- !—XAGx--x"1)=0, 
R(zyx)==(z 一 x 六 =0. 歼 由 G.K.S. 稳 定性 判别 法 只 证 z 关 x BI 
可 . 其 中 x 为 P(z,x)=0 的 贞 根 .这 可 以 由 下 列 引 理 得 出 (参看 5 
P. 663, 引 理 6.2) 

引 理 2.6 ”对 于 蛙 跳 (LF) 格 式 的 内 根 x 满足 下 列 关系 : 

O# izl >1 W ix, |<1;(R.x,<20,R.z2220) 

@) 著 jzj=1, 则 1) sinð>AA R$, [x| <1, ix: >1:(z=e") 

2) sin9<AA if x, = sin0/XA— (1 — sin20/ 
W AF3. z |= 14 
R.x, Jj Rz 异 导 ,zz 天 xi);0 一 0(z=1) 时 ,xi = 一 1,x: 一 1; 
6=r(z=--1) 时 .xi=1,x: 一 -jisin0= 士 XA Bf x =x [= +i. 

由 上 述 引 理 ,对 于 上 例 可 知 zx;, 故 detJ(z)=R(Cz,x) 天 0. 故 
依据 第 二 章 定理 2. 5 的 G. K. S. 稳定 生 判 别 法 知 为 稳定 ,证 毕 . 

但 对 于 上 述 这 个 稳定 例子 ,我 们 有 Q(-1, 一 1)=|P( 一 1, 一 1) 
I +IR(—1, -1)|=0. Kt (2. 500x) = |P(z,x)|+IR(z,x)| 
#0 不 成 立 , (zl 三 1,jx1sl,(Gzx) 关 (1.1)). 因 此 定理 2. 1 的 条 
件 不 满足 ,这 悦 明 条 件 (2. 5) 只 是 判别 稳定 性 的 充分 条 件 , 不 是 必 
要 条 件 . 

注 2.4 ”此 处 指出 ,假定 1.5 对 于 差分 逼近 (1. 4) 稳 定性 的 
判别 是 必需 的 ,实则 若 假定 1.5 fE z-=z Ñ |z, |2>1 不 成 立 , 因 此 
得 
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Rezar) ss SC Gw = 3. AC) = 0) (2.35) 


BM RCZ OJE: F x 的 党 次 多 项 式 . 由 引 理 2. 3 可 知 基本 格式 的 
特征 方程 尺 PG.x)- OFr AAIR x(z),9< jxcz)lsl, 对 其 中 
HR TRES RR 人 Ix 2 YY ü. 由 公式 (2.235) 及 定理 2.3 可 知 
其 为 不 稳定 的 . Pj iwan y EG 4. EAGER. 
M2 ” 设 人 耗 散 芭 本 络 民 ,其 边界 杀 件 为 二 层 零 阶 牌 直 
外 推 : 
volt -kavet) Cu = 0,11, — 1 (2.36) 
明显 地 ,这 是 显 式 达 界 条 件 它 是 有 界 可 解 的 .R(z,x)=z 一 1 故 满 
是 VON 条 件 . u= DREGER 2 2 第 件 满足 .由 定理 2.1 似乎 为 稳 
定 的 . 这 格式 实则 电 汁 算 可 短 不 稳定 . 其 原因 是 假定 1. 5 不 成 立 ， 
因为 


DCi) he = i -he = 0, 


这 说 明了 假定 5 是 很 重要 的 . 

注 2.$ 我 们 己 知 边界 条 件 的 精度 (关于 精度 概念 见 第 一 
章 $4.1 假 定 局 西 的 说 明 ; 是 对 于 决定 总 体 精 度 起 了 -- 个 重要 
的 作用 . 实则 B. Gustafsson UKH S 若 差 分 逼近 (2.1) 的 基本 格 
式 的 精度 为 $, 若 边界 格式 的 精度 为 53- 1, 则 总 体 精度 仍 保持 为 5. 

现在 , 若 用 水 平 或 斜 外 推 (2. 11) 或 (2. 13) ,那么 对 于 边界 精度 
RA EPE H. 但 边界 条 件 要 满足 某 些 性 质 并 使 其 为 最 高 精度 问 
题 是 很 困难 的 , 例如 我 们 不 难看 出 大 多 数 边 界 条 件 是 关于 纯 初 值 
问题 为 柯 西 稳定 的 . 因此 具有 形式 (2. 1.) 的 最 高 精度 的 稳定 边界 
格式 是 那些 ? G. Strang 提出 了 形 如 :2.1.) 的 稳定 二 层 边 界 格式 的 
精度 不 超过 2 阶 . 但 是 多 晨 稳 定 边界 条 件 (2. 1.) 仍 可 以 具有 任意 
的 a 阶 精度 . 


第 四 章 “” 双 曲 型 方程 差分 通 近 的 混合 
初 边 值 问 题 及 套 网 格 方法 


$1 双 由 型 方程 差分 遥 近 的 混合 初 边 值 问题 


$11 引 富 在 双 曲 型 方程 混合 初 边 值 问题 差分 方法 中 
时 常 对 于 内 点 基本 倍 式 应 用 高 阶 差分 逼近 ,配合 以 边界 上 的 低 阶 
差分 过 近 . 对 于 交界 上 的 低 阶 遵 近 式 应 用 更 小 的 步 长 ,可 以 保持 同 
内 点 格式 要 协调 的 误差 . 现 对 模型 力 程 u cu, = 0 的 裙 边 值 问题 
进行 数值 计算 . 内 点 格式 为 关于 空间 的 四 阶 精 度 .并 二 时间 为 二 阶 
精度 . 但 在 边界 .上 均 司 二 阶 精度 格式 . 由 于 四 队 莽 分 逼近 方法 比 二 
阶 差 分 带 瑟 方法 更 为 精 砚 ,但 应 用 于 初 边 值 问题 ,困难 产生 了 , 因 
在 边界 上 能 直接 应 用 格式 . 故 对 于 内 点 格式 用 高 阶 差分 逼近 ,而 
边界 格式 用 低 防 蓉 分 表 近 的 互相 而 宫 方法 是 很 有 吸引 人 的 方法 . 
由 B. Gustafsson 全 所 建 记 ,甘于 边界 格式 到 低 一 阶 精度 的 格式 、 
HERH DARASE 计算 实例 也 说 明了 这 事 宾 . 故 对 于 低 阶 精度 的 
SMERE, TE g 一 些 的 网 络 , 即 引 保持 总 体 精 度 . 

这 在 实际 上 右 很 大 的 应 用 . 在 海洋 学 上 的 边界 层 现象 , 比 内 部 
更 为 复杂 .全 尼 次 用 入 较 细 的 网 格 以 适 月 于 边界 较 居 精度 的 格式 . 
EAFA piks fi RARA. 
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在 81.2 中 ,考虑 模型 方程 式 : 


m Heu = 9, (c< 0. < x< b,t Z 0) (1.1) 
u(x,o) = f(x), (a< x S b) (1.2) 
uxhbvt) 一 wtt》 Q0) (1.3) 


并 具有 相 容 条 件 b =g 首先 考虑 通 近 于 (1.1)， 12)， 
(1.3) 的 中 心 差分 格式 . 它 关 村 空间 为 四 阶 , 关 于 时 间 为 二 阶 作为 
内 点 基本 格式 , 并 在 边界 用 二 阶 蛙 跳 格式 配合 . 计算 发 现 其 为 不 稳 
定 , 除 非 应 用 同 -- 宽 度 的 网 格 . 因此 这 方法 在 应 用 上 有 所 限制 , 若 
在 边界 上 用 Lax Wendroff 通 近 式 , 则 混合 方法 是 稳定 . 

在 $1.2 末 居 , 对 诗 双 曲 型 方 和 以 组 的 上 述 方法 作 一 个 一 般 的 
讨论 . 

512 方法 的 叙述 及 稳定 性 的 证 明 

现 对 于 (1. 1),(1.2),(1.3)? 求 其 差分 各 近 . 在 不 失 一 般 性 之 
T.Waa=0,b=1. 9 k>0 为 时 间 步 长 ,内 点 网 格 的 步 长 为 h, = 
1/N. 边界 附近 加 细 M 倍 的 网 格 步 长 是 hi =h, /M. M 为 某 自然 
数 . BD h.= 1/N,hi= h. /M,À = k/h.. M = k/h = MX. 设 v,(t) = 
vGvh.,t) AP R PR 88. ZA NE A W R ROH 2, CO = Oh t) (y= 
0,…，,2M) 和 而 右边 界 网 格 函 数 用 r.(t) 一 7C1 一 he 十 vht (一 0， 
1，……M) 其 中 t=:0,k ,2k，… 


lo im lm vlt)=vivh.,t) ro Im 
一 -一 N — = J 
Va "i XG Vn=2 VN-1 VN 

图 
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对 于 (1.1) 在 2<v<N- 2 中 用 OCht 十 k*) 的 4 REE LF 3 
AFOB FR. 
LF.: vt + k) = v,(t — k) — 2ck[4D,(h.) /3 
— D,(2h.)/3Jv.G@), (2 < v SÇ N — 2) (1.4) 
其 中 D,G(nh.)v,.t)= (v... (t) —v,-, (t))/ Cnh, ). 
现在 证 明 LF, (E|AC|<<6/(9+-24 V6) =0. 728745 条 件 
下 为 本 格式 ,并 为 柯 西 稳定 . (1. 4.) 又 可 书 为 形式 
veti = vs"! -2Zck[4Cv — v1.)/(6h.) 一 (vs — ve)/ 02h.) ] 
S v=x 代入 上 式 得 特征 方程 z 一 z = elal x’) 
(xz 一 xz)/6]. HS x= e" À (À = k/h.) ERG a=icXSing(4— 
cosg)/3 得 2 十 2az 一 1=0 解 之 得 =at V1I 十 到 = 一 a 土 (1 一 
co)zSinzb(4 一 cosb):279142 其 中 取 cÀ s< (9/(Sintb(4 一 ccs6)27 入. 
但 min (9/(Sin6(4 = cos0))2)'!=6/(9+24 / 6 2. 这 是 因为 
4 y=cos9, J e==Sin'g(4—cos8)1=(1—y!)(4—y)t. (— 1<y<1) 
求 极 大 小 .ec =--2y(4—y)t—2(4—y)(1—y!)= -2(4—y)(1+4y 
一 272) 由 2y’ — 4y- 1=0 {$ y=1+ V 6 /22.a=16.94694, 8k (8 
min(9/(Sin8(4 —cos0))21⁄2.=0. 728745. 故 在 此 条 件 下 1x|=1, 过 
|z1=1, 故 为 西 格 式 . 也 满足 V 一 N 条 件 . 
在 区 间 [0,2bej 中 ,用 OCh? 十 k*) 的 LF ŽAR 
LF, L+ k) = ¿(t — k) — 2ckD, hl. (1.5.) 
(Q= 1.2, ,2M — 1) 
或 书 为 形式 三 人 一 ct 一 和 9) 而 且 在 x=0 点 不 能 用 上 
式 , 因 为 六 ,没有 定义 , 故 用 Dihr+k2) 的 格式 来 计算 , 即 
llt tk) = ¿(t — k) — 2cNLL Ct) — (1/2) 
(¿t — k) + it 十 k))]. (1.5) 
一 90 一 


或 书 为 形式 E =l t 2u (l i +I1)/2). ERE O h, 


DPH OkO R O(hi-kt)32 4538 F 
LF; r,(t+k)—r,(t—k)=: —2ckD,(hor,(t), 
G=1,-,M- 1) 
re(t+k)—r,(t-—k)=-— àX [r (t) — (r (t +k) 
十 ro(t 一 k))/2]. 
对 应 于 初 值 (1. 2 用 格式 ， 
v,(0) = fGh), C= 0,1,N) 
LO) = foh), © = 0,2M) 
r,(0) = Í(1— h. + vh). (= 0,--,M) 
对 应 于 边界 条 件 (1. 3) 用 格式 
rult) = g(t). (t= 0,k,2k.) 
现在 对 于 网 格 函数 1,(t) ,v(t),r,(t) 其 相互 关系 为 ; 
(vet) = Ct) evi Ct) = <t) ov: Ct) = Lm (t), 


Lvs- (t) = ro(t) van(t) = ru(t), (t= O,k,2k,+--) 


但 尚 要 给 出 下 列 函数 ,才能 对 方程 求解 
Vt) = woh), (=0,1,.,N) 
js = w(h), (v= 0,1,--2M) 
(r,(t) =: wl — h, + vh), G= 0,1., M) 
其 中 w 是 对 于 解 uCx,k) 充 分 接近 的 网 格 函 数 . 


(1. 


. 6.) 


4.) 


很 明显 地 ,方程 式 (1.4),(1.5), (1. 6) 唯 一 决定 了 对 应 方程 式 


(1.1),(1.2),(1.3) 的 差分 逼近 ,并 同 其 相 容 . 


单 边 格式 (1. 5。), (1. 6,) 是 由 A. Sundstrom 所 提出 的 ,可 证 下 


列 性 质 . 
引 理 1.1 (1.5.),(1.5,) 的 初 边 值 问题 为 稳定 . 
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引 理 12 445)，12) 的 初 边 值 问题 为 稳定 . 
引 理 1.3 村 -了 (1.5.) 的 特征 方程 式 : 
P(z.x)= z- z = katx- x), a= —c>0)83 38 x 有 下 列 性 
质 ， 
(在 jz 人 1 时 ,lx1<1,.|xz|2 1.Rex, 同 Rez: RA. 34 |x | 
一 1,z 一 2zaiSng- 1= 0. > a= MaiSin0, IJ z= a+ VIF £ 
|xal<1 时 一 jz| 王 1. 即 为 丁 格 式 , 故 !z|>1 时 内 根 ,外 根 (内 根 外 
根 概念 见 第 一 章 S 4. 3) 分 离 . ( 即 被 |x|=1 所 隔 开 ) 
(2) 在 |z|=1, 令 z=e* 可 证 
1)iSin0|>2a 时 , |x| 过 1,1x,| 之 1. 故 内 外 根 也 分 离 . 
2) |Sin8!<<Xa, jx 二 1,|x:|=:1, 特 别 当 
[t=0.(z= 1).x, = -- 1;0 = x(z =— 1), 
4 x = 1; 
[Sing == + Max = x, = i, 
( 引 理 1. 3 HEH LEP. 663 中 引 理 6.2) 
利用 引 理 1.3 可 以 证 明 引 理 1. 1 , 引 理 1. 2. 
引 理 1.1 证明 ”由 于 (1.5a) 的 特征 方程 式 为 
P(z.,x) =z — z 一 NMax 一 x-)。 (a=—c>0) 
由 引 理 1.38 Rx <0. RZz>0; 3 R. >0.R.z<0. R. 56t 
ETERA A C = z xa 代入) 
alz = 2 '— ?Malx — (1/2)G(z + z 1))) = 0. 
由 引 理 1. 3 得 : 
Wlzl 1 Rf- 2Na(xi- (1/2)(z 十 z 1))]JZ0, H 5; z 
同 号 , 故 为 稳定 . 
加 |z|=1. 1)1Sin8|>Xa 同 理 可 得 
R.iz --z ' — 2ka(x, — (z+2z 1)/2)] # 0, 
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且 与 z 同 号 , 故 稳定 ， 
2)1Sine|<)a,1xij:-|x:|=1, 间 理 
R.[z— z! - 2ka(x, — (z + z1)/2)]= 0, 
故 稳定 . 特别 
8 一 0,z=1.xi:= 一 1.z 一 z 一 2Xa(xi--(z 十 Z 1)/2)= 4a £0. 
0=x,z= —1.x,=1.z—z 一 2Ma(xi 一 (z 十 z !)/2)= — 4a= 

0. 
因此 在 任何 情形 下 均 得 Det] 关 0, 由 第 二 章 定理 2. 5 可 知 其 为 稳 
定 . 

引 理 1.2 的 证 明 XFA. 6, C. 6,) 的 证 明 相似 ,只 是 把 
l, BA r, mE. RA. 

注意 (2. 56),(2.6,) 只 有 O 〇 (Ch 十 k?) 精 度 . 由 于 B. Gustafsson 
的 结果 0 可知, 总 体 精度 并 不 影响 . 

假定 。 现 假定 入,h 均 满 足 有 关 问 题 (1.4,),(].5.),(1.6,) 
的 纯 初 值 稳定 性 的 条 件 , 即 

lek | < 6/(9 + 24 / 6 )!: = 0.728745, je] < 1. 

现在 考虑 由 (1.4),(1.5),(1.6) 差 分 逼近 的 稳定 性 . 用 
G.K.S. 稳定 性 的 概念 ,并 建立 关于 双边 值 问题 的 稳定 性 (参看 第 
二 章 定理 2.6). 现 已 知 它 等 价 于 两 个 相关 四 分 之 一 平面 的 单 边 值 
问题 的 稳定 性 , 即 可 把 其 中 的 一 个 边界 移 向 无 限 而 得 到 的 右 向 或 
左 向 四 分 之 一 平面 的 初 边 值 稳定 问题 . 

(一 ) 关 于 左 方 四 分 之 -一 平面 问题 (— oox <. 1.t>-0)6J Es 
性 . 即 把 (1. 4,) 的 指标 vy 推广 到 负 整 数 . 得 到 G.K.S. 稳定 概念 . 并 
由 下 列 引 理 即 可 得到. 

引 理 1.4 设 

DU.4.) 关 于 柯 西 纯 初 值 问题 为 稳定 . BB Q | CX | < 
0.728745. 


g$ = 


d. 6) 6 在 [1 一 hl1] 中 为 柯 西 稳定 . Bi | cx  |<1. 
Ovr (OFE f ARKE HEA RH. 


个 相互 协调 条 件 为 
W = gu (ty yao Ct ss t (ty, (1.4.) 
rm(t) = g(t). (1. 6a) 


则 混合 初 边 值 ( 一 2><x 委 1) 问 题 (1. 4,),(1.6%),(1.4.),(1. 6DW 
G.K.S. 稳定 . 
证 (1) 因 为 (1.4.) 的 特征 方程 式 为 
z-z = cÀ (4(x — x 1)/3 — (x: — x-`1)/6). 

或 书 为 形式 xz —1)/2 = —c)[4(x'—x)/3—(x*—1)/6]/z. 
因此 当 zc 时 ,上 式 有 两 个 内 根 xe. 由 连续 性 可 知 (1. 4,) 的 特 
征 方程 式 有 两 个 内 根 及 两 个 外 根 . 

(2) 上 述 问题 可 看 为 两 个 格式 (1. 4.),( 一 co<x 委 1) 及 
(1.6) (1 一 he 之 x 之 0 ) 在 x=1 一 h.,x=1 两 点 相互 耦合 (1. 4.) vs 
=ru lt) syna =r Ct), C. braO = 二 g(t), 的 稳定 性 问题 . 因 
此 在 (一 cc<x 和 1) 中 ,把 (1.4,) 用 反射 变换 变 为 (1. 4 ) ,其 特征 方 
程 只 不 过 把 原来 特征 方程 中 c 改变 符号 . 故 同样 尚 有 两 个 外 根 及 
两 个 内 根 x;,x,. 因此 问题 变 为 (1. 4 ),(1. 6.),(1.4.),(1. 6s) 的 初 
边 值 稳定 问题 . ( 因 (1. 6..,) 已 为 初 边 值 稳定 ) 把 (1.4.) 的 解 来 表示 
H vi =z" lax; + ox). 而 对 于 方程 式 (1. 6.) 在 (1 一 ho<x<co) 用 
其 特征 方程 式 z?--] 十 cA(x 一 x-!)z=:0 的 内 根 &, 把 它 的 解 表示 
X r= zak AIG vn Cta) =z" (ax 十 ax ,vn ((t,)=z"(a;xË H 
axi |) ru (ta) =z aY ro lta) =z°a gi. 把 它 代入 协调 条 件 (1. 4.)， 
(1. 644 

axy !' + a,x" 1 — ag = 0, 
ne + a,x" 一 ak = 0, 
lag =e gt) 
¿Ya = 


为 了 决定 mm,q ,要 当 齐 次 方程 式 时 只 有 零 解 即 可 . 故 得 


(x3 K a) 
Det] = | xt WE. 
lu o y 
若 = x. 为 重 根 时 , 令 
二 2 十 mr)x' 得 
Ix t (N.O Dx 1] 
Det] = Det, x} Nx] œl = xg Æ 0. 
|o 0 g] 


故 把 不 同 格式 耦 台 稳定 问题 .重新 闻 述 为 初 边 值 问题 ,再 由 第 一 章 
$4 定理 1 的 判别 法 则 ,可 知 对 于 混合 问题 (1.4.), (1. 6..%)， 
(1. 4.),(1. 654) 为 稳定 的 . 引 理 1. 4 证 毕 . 

(二 ) 关 于 右 方 四 分 之 一 平面 问题 . 58 (0<x<co,t12>0), 83% 
要 求 (1. 4.) 对 于 v 为 一 切 自 然 数 时 ,为 柯 西 稳定 . 这 时 前 面 已 证 ， 
当 |cX.1<0.728745 时 为 柯 西 稳定 . 其 次 讨论 (1.5.) 中 的 vy 扩 展 到 
负 整 数 时 同 (1. WATR AED. 这 个 耦合 问题 已 由 第 
ZA $ 1 中 叙述 . 但 也 可 以 用 G. K. S. 理论 推广 到 此 地 . 因为 可 以 
设想 把 x 轴 在 原点 相 折 准 ,而 考察 对 于 向 量 (v..7w,) 的 初 边 值 问 
Elu =l m 而 新 的 网 格 如 下 图 所 示 : 


HEC lud i FARIA BRR EN A. 
"| he (0 < x <<o,t > 0,c < 0) 


p= Ji 
w E alis 
其 边界 条 件 为 wi0.t)==u(0,t). 此 技巧 已 在 M. Ciment! 3 liri hi 
应 用 . 在 此 变换 下, 条件 v(t) = 人 w(t) ,v(t)= tv OS 
(t) , 变 为 
vaft) Lt) = 1 nt), vet) = Lt), (1.4) 
而 且 (1. 5.) 变 为 
La + k) == (t -- k) + 2kcD, th), CU. 0.5; 
w= 2M 十 1，- 2M 一 20 1,2，……) 
由 此 可 看 到 ,依据 G.K.S. 黎 定 性 定义 判别 耦合 稳定 的 条 件 为 对 
+. |z|2>1 [EAR Det] (z)>50. 此 行列 式 是 将 (1. 4.),(1. 5.) 的 具 
有 形式 vt) = zx 1, =z"Ç 的 属于 L, 的 解 的 线性 组 合 代入 边界 
条 件 而 得 , v,,i, 要 满足 


Ivo = Dhev (dl < oo 
= 


Ioi = Shiho < e. 
这 些 方程 (1.4.),(1.5.)-- 般 解 用 下 形式 表示 
VL) = z"(a,xt or), L (ta) 一 zasgi)， 
其 中 x..x, 为 (4.) 的 特征 六 程式 
x` — 3x? - 6(2? — 1)x:/(c)z) + 8x — 1 = 0. 
的 内 根 .为 2--z =c (ç EOAR. SQ A (1.448: ax: 
十 ax 一 ak =-0, aixi tax: — a, M= 0, a +a, — a, = 0. 其 系数 
和 卸 阵 的 行列 式 是 
ai <= 


aM 


DetJ(z) == Detix, xz 

il 1 1 i 

车 为 重 根 时 则 用 vi- =z. vah =z a i 入 (1.4.) 后 得 

(a +Za,)x1- asf 0, 一 a;3 二 0. 其 系数 
和 矩阵 的 行列 式 是 : 


#0, 0#) (1.7,) 


iq ai pag 
DetI (z) = Detix, x, CC* | 0, 有 
1 Ü 1: 
Hp lelg <1 而 xx: 是 
xt 一 8x — BCZ? -- 1)x7/ caz) + 8x—1=0 (1.8) 
的 内 根 , 而 《为 
g — (z? — 1)4/(ckua) — ] = 0 (1.9) 
的 内 根 . 现 分 开 下 列 lzl>1，,iz|=1 了 配种 情形 讨论 . 
(1)]z|>1 的 情形 
RR jca <0. 728745 (1.8) 的 内 根 有 |x| 过 1. 因为 如 果 |x| 
三 1 时 ,可 推出 1z|==1.((1.4.) 为 西 格 式 ) 对 于 方程 (1.9) 也 如 此 . 
由 引 理 1. 3( 注 意 引 理 1. 3 中 的 a=--c>>0) 故 对 于 |z| 交 1,1t|<< 
1. 因此 当 |z|>1 时 (1.7,) 及 (1.7。 必 满足 . 故 (1.4.), (1.52), 
(1. 4.) 混 合 问题 的 解 为 稳定 . 即 关 于 右 方 四 分 之 一 平面 问题 在 1z| 
>1 时 为 G. K. S. 稳定 . 
(2)1z|=1 的 情形 
对 于 z==e”. 这 时 (1.8) 根 的 性 质 由 下 列 引 理 1. 5 得 出 . ( 参 
看 (9P. 728--730 引 理 2.1) (1. 9) 根 的 性 质 由 下 列 引 理 1.6 得 出 . 
现 先 叙 述 这 两 个 引 理 再 讨论 行列 式 条 件 (1. ma). 
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JELE z= xi(0),x,G 0) (1.800588 F N R, 
lx|s:1(=1,2). 设 指定 次 序 , 则 可 证 jx,| <1, |x;|<1, 且 (ec 过 0) 
1) 设 9 为 下 列 函 数 的 最 小 正 值 : 
B(0) = J2Sin0,/ (cÀ) = -2(9 + 24 V 6 )1⁄2 =— 16. 46666. 
2) 0,= = 一 ,而且 B(0,) =B). 
DDE X 8:9<-b<<r 使 B(0,)=:—16. 
4) 定 义 bl:r<8b,<<3r/2,B(6,):=16,8(8,) 一 一 BC6,). 
5 定义 8:B(9) 一 2(9 十 24 V 6) 二 16.46666 的 最 小 8 值 . 而 
且 x<8,—3x/2. 
6) 定 义 0, {E 0, <H <27, 30) =B(0,). 


图 六 
则 在 上 述 各 个 4 定义 下 ,可 证 xz(z) 具 有 下 列 性 质 ;(c<0) 
PET 


(O0=0 ft x;,=--1. @0<0<9,, Rt R.x,<0.|x,|=1. @80, 
<09<89,(34 09, <0, BR |x, |<1. eKA 时 R.x,<0. |x,| =1. 
(@0-=0,Bf,x,=i. (@0,<0<xB R.x,>0,1x,|=1. =r Bf, 
x,=1,z=--1. (“(@xs<.6<80 时 R.x,>0,|x,|=1. 8 一 8, 时 ,xs 
= —i. (00,—<0<8;, 时 R.x,<0,|x,|==1. 4 一 6<<8( 当 0.-<0,) 
时 |x:| <1. (290.<0<2x 时 R.x,<0,|x,|=1. 

车 :>0,x2(0)=1, 上 述 结果 用 9 二 9 一 x 代 8 即 可 . 

结果 的 说 明 ; 

1)H T B(0)= —2(9+24 V6), 4 |c | < 6/(9 + 
24 V 6 )'1BÍ Sing, == cÀ (— 2(9+24 W6 )V:)/12, 2, |[Sin0, |<1. 
(c<0) 

2) 由 于 Sinb, = - 4c)./3,Sin0,= 一 16.46666cA。/12,… | Sin: | 
> [Sing !. 

3 )B (As) = 16. 46666, Sing;s =16 46666c),/12, (n/2 <0 <r) 
Sin0,= — 16. 46666 * cK /12. (x<0,<<3r/2) 

4)34 |ck |= 6/(9+24 V 612, iSin8, |= |Sin0,| =1,0,=80,= 
r/2, 同 理 0, =0, =3r/2. 

5) 当 6 一 0,z 一 1, 故 x: 一 -1, 因 为 这 时 ， 
xt—8x'+8x—1=(X:+1—8x)(x+ l) x DR x= +l,x=2+ 
V3. 又 因 x/2= — 1/cek 8k x= 2— V3 为 内 根 .x;= 一 1 一 
(1/ek)(z-—1)+-(c<0),2.x,=— 1 为 内 根 ,x3==1 为 外 根 ,x,=- 
2 十 V3 为 外 根 .再 由 4 定义 对 于 方程 

xt—8x'—B(0)ixt—-8x—1=0,(B(0)=12Sin80/c).) 
由 代数 理论 可 知 ， 

车 BC9)>4(9 二 24 V 6), 则 |x;! 过 1,(i=1,2) 
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EPOKO V 6), 则 |xi :过 1, |xzi 二 1. 
因此 在 9<6<6,8 8 过 8 时 有 |x: | <1, X Bf 2 (0)2>4(9+24 
V 6,800.) = -- 16.46666=B(0,),B(0;)=16. 46666=B(0). 

6) 关 于 (1.3)x4- 8x -6(6)ix?-+8x 一 1=0 根 的 实 部 正 负 讨 
论 . 设 根 的 实 部 为 正 的 个 数 为 p. 根 的 实 部 为 负 的 个 数 为 q, 则 由 代 
数 可 知 : 当 B0 .8 天 士 8,8B 天 士 16 时 

p=V(1,—8,64--B,8B:,B (RF- 256)), 

q=V(1.8,54—F,— 8R. ER- 256)). 
Hp Vasea) K anant a, 的 改 号 数目 . 由 此 可 知 ; 

0<|8| <8, p=3, q=1. 
8<|B| <16, p= 3, q=1. 
16 <l |B|, p=2, q=2. 

7) 现 讨论 ?=1.z=1+3 时 (1.8) 的 根 . 当 z=1(1.8) 为 x — 
8x3- 十 8x 一 1 一 0, 故 有 xi 一 2 一 V3,x: 一 1,p 一 3,q 一 1. 

8)4 0<|B|<8Bf,p=3,q=1,8+16BF,x,= +i. Ñ x=i,1 
十 8-l2iSing/cX + 8i — 1 = 0. #& B(0,) =-16. [H x =-i, 1-8i + 
2isin0/cÀ,-8i-1-= 0 kt B(0.) = 16. 
此 时 可 证 

0<U—<80, Rx,<0, 0=06, x =i, 
0, <0<6,. Rx >0, 0=0, x,=— i 

9) 由 计算 得 x:(o) 王 一 1， x,(0)= 一 0.2247 十 i0.9744， 
x:(0:)= —0. 2247+ i0. 9744， xz(b, =i, xz(x) 一 1， 
xi(6) 一 一 I， x,(0,)= —0.2247-—i0.9744==x,(8,). 

总 之 由 上 述 讨论 1) 一 9) 洁 果 得 : 

当 9<9<6,6<9<6s r jl <L RERE A xl =l. 

— 100 -— 


A 
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FERR? 

34 0,<0—38. 时 R.x,(0), >0, HEREA R.x, OAR W, E d: 
图 六 ) 

上 述 引 理 L 5 的 证 明 详 见 中 中 P. 728 一 730 的 引 理 2. 1 ,此 地 
从 略 . 

现在 讨论 方程 式 (1.5.) 的 特征 方程 式 (1. 9)R(z,5) 一 z 一 z ' 
一 cMG 一 5 !)=:0 的 根 的 性 质 . <o) 

引 理 1.6 对 于 (1.5.) 的 特征 方程 式 R(z,5)=0(c<0) 的 
根 5 具 有 下 列 性 质 ， 

(biz 六 1 时 ,1<1 g> RE Rz EG. 

MEHARRA. HI 1 jz] =1, Gcs D 

(2) izl =1 时， 

D [Sinb] > àc h [6i <1, e> R5 lj R.z A. 
İSin8| Kich 5 = lgi =. 
(8=0)(z=1)%=1;0=7(2= —1)K,=--1. 
sing 4 cst == +i. 

引 理 1.6 的 证 明 同 引 理 1.3 相同 只 是 R 心 同 Rez 符号 不 同 ， 
因为 当 c<0 时 令 z=pes,z :=e p, p>, S<], =e g I= 
ei 1!. 代入 特征 方程 得 pe”* —e i*/p=Nc(8e"—ë8 e 7) 得 (po 一 1/ 
p)Cosb 十 i(p 十 1/p)Sin8 一 Nc[ (ë— 1 /3)Cosg+i(8+ 1/8)Sinç]J. 
(c<0) 故 得 (p-- 1/p)Cosg=c(8—1/8)Cosg, (c-C0)#& Cosg 同 
Cosọ 同 号 . BI R.Ç= 一 Singn(Xc)Rez, 4 z 一 es ,得 2 —2i(Sin0/xc) 
5 一 1 一 0. .5=iSing/(NMc) 十 Sign(-- co)(1 一 (Sinb/cx)3) 二 由 此 
可 得 引 理 1. 6 的 结果 . 

行列 式 条 件 (1.7.), (1.7,) 的 讨论 : 
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由 人 1) 已 知 当 |zi2>1 O. 7) 为 或 之 的 . 

当 |zl=1 BF. Bp 2 = es, KB xi€ M. RA |x. |<1,16]|<1 6 
原故 . Dy elm s 要 讨论 在 什么 条 件 下 Ag. 

情形 1 M= 1 ER} X =, 4 |Sing/c |<1, 8481800) 1 
= |12Sin0/cà).| =: 12|Sin0/cà 1 <12. 则 引 理 1.5 可 知 0,<0<8, , M 
H Rx:>0,R.z<0, f R: H 5|#8 1.6 有 R.z=Sign( —ck)R.Ç= 
R.Ç. 2. Rex = — R.ç= — R.Ç 故 得 x,==Ç !. 若 |Sin8/eX >, MJ 
Iç|<1, [5 l>r Mj SKI 故 也 有 x: 关 5 AE M=1 W, 
A. 7D A. EIRY AARE. 

情形 I M 为 偶数 . 当 0=r u =1, AR == -1,z= 
=L = E BATIR REL. 7.),(1. 7,) 不 满足 . 即 对 于 任何 偶 
数 M 为 不 稳定 . 

情形 M>3 的 奇数 . 若 6<8 一 8,, 这 时 1x:|=1、 
x,(0,)= — i, Ë argx,(0.)= 3z/2=4.7124,x,(0,) =i,argx,(0,) = 
Fr/2=- 1.5708,…3(9,) = | 12sin0,/cà. | <16, |sin0,/cà | <4/3. & 8 
|sing/cA |= |sing/cA M|< ]16/12M | =4/ GM)<1,( A= MÀ). 
ËH V=isin0/cku—sign( — cà) A — (sing/cl2)12 kg |ç|=1, X 
H — 16 =: B (0) = (C 12sin6,/cÀ), — 4/3 = sinb, /cà» B(0,) = 
(12sin8,/cÀ) =15,sin80,/c).= 4/3. 故 得 当 0,<0<, 时 

— 4/3M ==sin0;/cà—sin0/clkGsin0,/càÀk=4/3M BD 
arg (Ç M) = — Marg (ap) =M (sin! (— 4/3M))=2x—1.333= 
4.9498， 
arg (Kap) == —Marg (ap) = —M (sin '(—4/3M)=1. 333. 
在 一 般 情形 下 有 


= re 


I l 
5 | w | 1001 °° 


M la| 
s s s 


arg YaN) i i 9015 | 4 9335 | 4. 4. 9459 | 4.9499 | 4. 9499 


< p ERPS PETEA 


arg (ta) I L. 3817 1. 3497 ' 1. 3373 T 3333 | ; 3333 


HU (argx,(0.):Carg(ÇaM), (4. 7124<4. 9498) 
argx: (6) >arg ($an). Q. 57081. 3333) 
因此 在 0,—0<n 中 ,存在 to 使 
argx2(00) = arg (4M) 

因此 由 .7a,b) 可 知 Det] (z) = 3. 故 为 不 稳定 . 即 组 合格 式 
《1.4.), (1. 5 ),(1. 4》 为 不 稳定 , 即 关于 右 方 四 分 之 一 平面 问题 
对 于 M23 为 不 稳定 . 

综 上 所 述 得 定理 : 

定理 1.1 差分 逼近 (1.4) 一 (1.6) 对 于 M= 1 为 稳定 ,而 
对 于 ME 为 不 稳定 . 

对 于 上 述 结果 ,有 下 列 看 法 £ 

若 把 右边 值 问 题 也 推广 到 x=1 一 2h.,x=1. 即 右边 界 同 左 边 
界 相互 对 称 . 当然 ,在 两 个 边界 上 考虑 有 外 流 及 内 流 支 量 的 方程 
式 ,(c<0 为 外 流 分 量 ,c>>0 为 内 流 分 量 ) 当 方程 式 的 系数 为 时 间 t 
的 函数 时 ,在 内 流 或 外 流标 量 中 ,人 工 内 边界 x 二 1 一 h.,x=1 一 2h。 
的 值 要 给 出 . 并 应 用 方程 式 : 

r, (t) := g(t),rm(t) = vo- (t) re(t) = vn lt) (1.4) 
以 代 (1.4.) 中 相应 于 r 的 各 式 . 即 在 引 理 1. 4 中 (1. 4,),(1. 6.w)， 
d. 4). 把 (1.4. RAG 4-) 外 ,其 余 相 同 , 故 得 

(1) 附 属 右 半 平 面 问题 完全 同 前 面 一 样 , 当 只 当 M= 1 时 为 稳 
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(2) 附 属 左 半 平 面 问题 ( - oox DAAA. 6D, (1.66) 已 
为 初 边 值 问 题 稳 定 . ( 见 引 理 1.1) 故 只 考 虚 (1. 4.) ,1i.6.) 及 边界 
条 件 (1.4:) KASBE. 同 理 把 (1.4.} 用 反射 变换 变 为 
(1.4) HIRE p Pë g r 一 cA (4(x— x 1)/3-— (t—x 1) / 
6). 其 两 个 内 很 设 为 xx 因此 问题 变 为 (1.4.》，,(1.6.),(1.4.) 
的 纯 初 值 烟 合 稳定 问题 . 把 (1. 4. ) 的 解 表示 为 

vl zax 十 caxi Qxl Z= 1.6 39 h %38) 
而 (1. 6,) 特 征 方程 式 的 内 根 为 ,并 把 (1. 6,) 的 解 表示 为 
i = mal. (.ç| <1) 

由 此 得 va | (ta) = z(a x 十 @yxN Y). vua (ti) = z (ax t + 
ex" P), ra (ts? Za, r (t) =z "rt,) = z"a,, 3 W Sak 
式 代入 (1.4. ) 得 : 


(wx 十 ax 一 au = 0, 
lan ?ox t — o, = 0, 
[am = Z. 
Ia yy 1 N $) 
DetJ =- Ix)? x? —1 |= CMxN aN a — xu) # 0. 
1 0 0 g j 


当 有 重 根 x.= >x. 时 , 则 v= la arn =a RAC. 4e) 
得 : 


(9+ (N — 2;6,)xy ` a = 0, 
(G + N — Do — a = 0, 
La g™ = g. 


由 此 但 Dej = 2xi 区 “天 0, 由 第 二 章 定理 2.5 可 知 其 为 稳定 . 故 
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得 

定理 1.2 ”差分 逼近 (1.4) 一 (1. 6) 而 "是 在 [1-2hc,1] 中 
的 网 格 函数 ,并 把 (1. 4 中 关于 mr 方程 用 (1. 4. ) 代 替 时 ,对 于 M 一 
1 为 稳定 的 ,而 对 于 所 有 M22 为 不 稳定 . 

在 定理 1. 1 及 定理 1. 2 中 ,M 之 2 为 不 稳定 . 因为 它 不 满足 
Godunov 一 Ryabenkii 条 件 . 这 时 可 看 到 x;(z) 及 Y(z) 是 特征 方程 
式 单 根 . 并 使 行列 式 条 件 不 成 立 . 因为 这 时 有 x; 二 5+-” ,这样 的 不 
HEEE H H. O. Kreiss 所 讨论 . 这 样 的 差分 逼近 ,其 解 以 指数 式 
N" 增 长 (a 汪 0). 进一步 说 对 于 这 样 的 常 系数 问题 ,一 般 不 可 能 推 
广 到 变 系数 问题 上 去 .定理 1. 1 及 1.2 是 很 使 人 失望 的 . 如 果 中 心 
差分 格式 具有 精度 O(h: 十 k:), 并 同 蛙 跳 格式 相 耦 合 ,我 们 明显 地 
不 能 对 于 网 格 加 细 . ( 因 M=1 稳定 ,M 之 2 不 稳定 . ) 现 我 们 要 寻 
求 当 My>1, 并 达到 总 体 精度 OCht 十 k*) 且 为 稳定 的 格式 . 为 此 目 
的 , 现 对 于 (1. 5) 及 (1. OMER Lax-Wendroff 格式 代替 , 即 对 于 


《1.5.) 代 以 
LCt +k) = Lt — keD, (h) t) + (kte2/2)D, D- ¿GO , 
(= 1,2,--,2M — 1) (1. 10.) 
Hp DD- =U GO) — 2,(t)+1, C). 对 于 (1.5w) 代 以 
llt + k) = ¿(t — keD, (t). (1. 10) 


其 中 Dalt) = U 1 (t))/h. 相似 地 对 于 (1. 6.) 代 以 
r,(t + k) = r,(t) — kcD, (hirt) + k*tc2D, D r,/2. 
G= 1, M - 1) (1.11) 
再 对 于 (1. 6,) 代 以 
rolt + k) = r,(t) — kcD, r,(t). (1.11,) 
ŽA. 10.) 0. 11,) 具 有 局 部 误差 O (hi —k:)., 而 边界 差分 
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逼近 (1.10)(1. 11,) 具 有 局 部 误差 O(hi+-k). 
引 理 1.7 ”差分 通 近 (1.10),(1.11) 关 于 四 分 之 一 平面 的 
初 边 值 问题 为 G. K. S. 稳定 . 
证 (一 2(1. 10w) 关 于 四 分 之 一 平面 的 初 边 值 问题 为 G. 
K. S. 稳定 . 因 (1 10,) 的 特征 方程 式 为 
z=1- cht — §7)/2 + Ne — 2 + Ç) /2. 
R P= (z—1)$+cX((—1)/2—cnM(t—1)1/2=0. (c<0). CEHE 
WJ. 内 根 1¢t|<:1,(t,z)= (1,1) 是 外 根 . 这 因为 Z/a,= 一 (ap/ 
a) (P/K) an = — LAc. k Ç= 1— (1/Xc)(z— 1) ++ + c<0 
W ç=1 为 外 根 . 因 此 内 根 尼 |<1. (1z| 寡 1) 把 (1. 10,) 的 一 般 解 v" 
一 zag' 代入 (1. 10) DetJ= (z 一 1-rcx(C5 一 1))ag", 故 由 |z 一 1 一 
chteAt lz- 1 cà | — [Agl leil ll> c). | — 
là |==0. C |ç|<1) BI detJ 天 0. 由 第 二 章 定理 2. 5 故 为 G.K. S. 
稳定 ， 
(二 ) 同 理 对 于 (1. 11%) 也 关于 四 分 之 一 平面 的 初 边 值 问题 为 
G. K. S. 稳定 .证 明 方 法 相似 , 兹 从 略 . 
此 外 , 尚 应 用 B. Gustsfsson05 关 于 收敛 精度 阶 数 的 结果 ,可 
知 在 边界 上 的 差分 逼近 的 精度 比 内 点 格式 低 一 阶 并 不 影响 总 体 精 
度 , 只 要 混合 方程 组 为 稳定 的 即 可 . 
对 于 混合 方程 组 的 稳定 性 ,按照 定理 1. 1 及 定理 1. 2 中 所 用 
的 同样 方法 进行 ,得 到 行列 式 条 件 (1.7,), (1. 7,). 但 其 中 «是 方程 
(z— DE + cH 1)/2 — ($ ey = 0 (1.12) 
的 内 根 . H F c<, R |çI<1.(|:|2>1) 538 — # $ 3 定理 
1 ,公式 (3. 18) ,而 (z,5) 一 (1,1) 为 外 根 .因此 行列 式 条 件 (1. 7.) 及 
A. 7,) 均 满足 AA |x.|<1,i=1,2, Iç M|>1 对 于 任意 M 成 立 . 
因此 在 所 考虑 的 问题 中 ,如 果 在 边界 上 加 细 (M>1) 稳 定性 条 件 
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《1. 7%) 即 可 满足 . 故 得 : 

定理 1.3 由 (1.4),(1.10),(1.11) 所 给 定 的 方法 连同 其 
相 协 调 条 件 (1. 4.) 是 对 于 所 有 的 M 为 稳定 的 . 用 同类 的 方法 把 r。 
推广 到 [1-2he,1] 中 去 ,并 把 +, 方程 (1.4.) 代 以 Q1. 4 ), 则 对 于 所 
有 M 也 为 稳定 . 

下 面 讨 论 上 述 结果 如 何 推广 到 方程 组 ,而 结果 的 形式 在 很 大 
范围 上 同 内 点 差分 逼近 是 无 关 . 

” 现 考虑 严格 双 曲 型 方程 组 : 
u = Au, (a<x<b t20 

其 中 u€ER', 而 A 为 sXs 和 矩阵 ,并 具有 形式 : 
A's 0) i 
AYJ 
为 了 把 问题 简化 , 设 A 已 经 化 为 对 角 型 矩阵 . 设 初 始 条 件 为 u(x， 
O= ,而 边界 条 件 已 知 具 有 形式 :u =s" +g, (t), (x=a), 
u! =su! +g! (t). (x==b)jtrF s.,s, 为 已 给 的 矩阵 . 这 是 因为 u' 
的 特征 线 为 x 一 ct= 常数. >N ER u 为 常数 ,因此 x=a 
点 u'! 值 可 以 由 初 值 给 出 . 但 u' J 8. 故 必须 补充 以 条 件 :u' = 
s.u' +g. (t) ,以 使 能 在 x=a 点 给 出 u' 值 . 同 理 在 边界 x=b 也 这 
WR. 必须 由 u5 一 seul 十 gt 给 出 在 x==b 的 u' 值 .u==(u'u' ) 的 分 
部 均 依据 s. 及 s, 而 得 . 而 soso 均 为 常数 已 给 矩阵 . 此 地 均 假 定 这 
个 微分 方程 双边 值 问题 均 对 于 初 边 值 问 题 为 适 定 . 

如 前 , 现 引 入 网 格 函 数 Gt) ,v,(t) 及 r,《t) ,其 中 心 (t) 为 定义 
在 左边 界 附近 的 网 格 函 数值 ,v,(t) 为 基本 格式 定义 在 内 点 的 网 格 
函数 ,而 r,(t) 为 定义 在 右边 界 附 近 的 网 格 函数 . 而 其 差分 通 近 各 
用 A AnA 表示 . 并 假定 A, 及 其 边界 问题 ,A, 及 其 边界 问题 关 
于 四 分 之 一 平面 的 差分 带 近 为 稳定 . 而 A, 为 关于 纯 初 值 问题 为 
稳定 . 其 中 和 及 定义 如 前 , 即 和 =k/h. 为 内 点 网 格 比 ,入 =k/he 
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a= (A'<0, A'>0) 


为 边界 点 网 格 比 

在 此 节 中 ,也 考虑 联系 网 格 函数 的 第 二 种 方法 . 即 两 端 边 界 结 
构 为 对 称 的 , 相 联 接点 有 相同 数目 . BI 7, [PJ v, 在 左 端点 相 耦 合 的 
数目 , 同 右 端点 r 同 v, 相 耦 合 的 数目 相同 . 由 于 A, 及 A, 关于 四 
分 之 一 平面 的 初 边 值 已 经 稳定 . 现 只 要 求 Ai 一 A:，, 及 A:— A, 的 
混合 方法 为 稳定 即 可 . RARA A, A, A, 当 只 当 两 个 单 边 
值 问题 ( 即 四 分 之 一 平面 问题 )A: 一 A: 及 AA 为 稳定 即 可 . 现 
对 其 各 个 处 理 ,并 只 考虑 一 种 情形 ,其它 相似 . 

现在 考虑 关于 a<x<co 的 A, — A: ËJ 48 X1 1 ER A [EJ E8. BD 
把 A, 反射 到 x AESH EGB TJ EER : 


fA' 0 0 0 

10 A' o 0 ~ 
u = u, 

0 0 一 A: 0 | 

lo o 0 —A'J 


(a S< x < oo ,t > 0) 


其 中 = Aru u UOV RARR 


£ ~ x 
u =u, u' =u" (x =a) 


现 书 出 修正 后 的 差分 格式 ,并 使 A, 对 应 于 向 量 ( 4',u')',Al 对 


立 于 向 量 (u* ,u*). 相对 于 A 及 A; 的 特征 方程 式 各 设 为 Ki(t， 
2z),K:(x,z). 它 均 为 关于 5 及 x 的 多 项 式 ,其 系数 包含 有 z 的 多 项 
RA, 及 A; 各 关于 纯 初 值 问题 为 稳定 . 设 |z| 之 1 令 : 

Mik, t K, (ç,z) =0 PH m, AG WR (le I<1 6 8 6. 

Mu, ' K, (x,z) =0 中 的 m; 个 xi 内 根 (|xi| 和 1) 的 集合 . 

Ma, :Ki(5,z) 一 0 中 的 外 根 ( 司 | 之 1) 的 集合 . 

Mx, t Kz(x,z)=0 中 的 外 根 (lx | 之 1) 的 集合 . 
故 解 v.(t) 可 用 m, 个 x; 的 线性 组 合 表示 ,有 m 个 参数 待定 . 故 解 
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4.(t) 可 用 m, 个 总 的 线性 组 合 表示 ,有 m, 个 参数 待定 . 因此 需要 
mi 十 ms 边界 条 件 . 并 适当 选取 格式 使 回合 条 件 具 有 直接 转移 形 
式 ， 

v,(t = Zm Ct). (v = 0,1 (m, Hm — 1)) (1.13) 
这 个 方程 式 的 解 唯一 决定 了 属于 L, 的 解 . 其 稳定 性 判别 条 件 为 
Det]=0. HPJ IAF Gox H ERER. 因此 det] = 0 当 只 当 
Xi 二 了 (xi;€E Mix,bE Mix,) 这 相似 于 定理 1.1,1.2,1. 3 的 更 一 般 
的 情形 . 根据 M. Cimentc 的 结果 ,可 知 当 只 当 炮 合格 式 之 一 为 耗 
散 时 ,( 即 1x|=1,x 关 1 过 1z| 过 1 即 1z| 宇 1,x 关 1 时 ,内 根 |x|<1 
RIIA -A JRE. 

定理 1.4 ”由 Al.A;,A, 所 给 出 的 混合 方法 Buta 6 R 
(1.13) 38 xÇ " 时 为 稳定 . Jtri G 是 对 于 边界 差分 逼近 A, 或 
A, 的 特征 方程 式 的 内 根 . (|ç|<1.|z|221)i x, 是 对 应 于 内 点 差 
分 逼近 A, 的 特征 方程 式 的 内 根 . (|x.|<1),|z|2>21). 特别 着 A， 
为 耗 散 , 或 A, 及 A, 为 耗 散 , 根 条 件 x= Ç CEADAN R. 则 混 
合 方法 为 稳定 . 

证 ”为 了 完成 证 明 , 只 注意 到 对 于 耗 散 格式 满足 |x | <1, 
1z| 之 1,(z 尖 士 1). 这 因为 耗 散 格式 有 性 质 |x1=1,x 尖 1 一 1z1<1， 
帮 当 |z| 之 1 的 内 根 |x|<1, 当 x=1 时 ,没有 |z|=1,x==1 的 内 根 ， 
RN Agi det] 取 0, 由 第 二 章 定理 2. 5, 故 为 稳定 ,定理 1.4 
证 毕 . 

定理 1.4 说 明了 对 于 适当 修正 的 耗 散 蛙 跳 次 式 作为 边界 条 件 
(例如 BY SE e Ea 1. )+e(H t +L), 0< < 
1)), 以 及 定理 1. 1.1. 2 中 所 用 的 精度 为 O (hi +k') W) rh UE y H 
近 , 对 于 M 之 3 及 奇数 均 为 稳定 的 方法 . 

这 里 所 讨论 的 对 于 内 点 及 边界 点 均 应 用 同一 时 间 步 长 k>o, 
这 个 稳定 性 同 X 有 关 , 但 =M, [E| M 有 关 , 并 关于 M 为 增 函 
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数 , 对 于 O(h:+k?),OCh; 十 k?) 方 法 若 使 离散 化 误差 几乎 是 同 阶 
的 ,应 选取 条 件 a=k’ 即 h 一 k. 因 此 应 选取 M fE hi = hš, 3R h= 
he 因此 空间 截断 误差 粗略 地 等 于 内 点 及 边界 的 差分 逼近 精度 . 故 
得 NM=k/h=1,h=k, 和 =k/h.= VK .这 表示 对 于 边界 差分 逼近 
中 空间 及 时 间 误 差 有 同一 阶 数 , 即 h =k. 而 实际 计算 中 也 表示 如 
Jt. 


$2 X mh J EM Ë] 2 23838 E 
网 格 有 限 差 分 方法 


引言 ”本 节 讨 论 用 套 网 格 (Nesting grid) 有 限 差分 方法 求 
解 一 阶 双 曲 型 仿 数 分 方程 式 的 初 边 值 问题 . 即 在 不 同 区 域 作 不 同 
网 格 的 划分 . 并 选取 不 同 的 差分 格式 ,这 种 方法 广泛 应 用 于 数值 天 
气 预报 及 流体 力学 计算 中 . 特别 对 于 局 部 区 域 上 的 解 ,其 梯度 变化 
激烈 ,在 其 它 区 域 梯度 变化 平缓 时 ,此 法 有 优越 性 . M. Ciment 
叙述 了 在 原点 两 边 ,用 不 同 的 网 格 及 不 同 格式 的 看 合 柯 西 稳定 问 
Eñ. 上述 工作 均 以 H. O. Kreiss 定理 为 基础 ,针对 两 层 耗 散 格 式 
的 讨论 因而 不 便于 应 用 . 本 节 旨 在 应 用 G. K.S. 理论 ,寻求 一 般 形 
式 的 套 网 格 差分 格式 的 判别 条 件 . 8 2. 1 针对 模型 问题 建立 网 格 
差分 格式 的 一 般 形 式 ,并 介绍 G. K. S. 理论 的 另 一 种 形式 . § 2. 2 
建立 套 网 格 差分 格式 稳定 性 判别 条 件 . Š 2. 3 对 一 类 差分 格式 及 
网 格 型 式 给 出 易于 检验 的 稳定 性 判别 准则 .§ 2. 4 推广 了 M. Ci- 
ment?!” 的 耦合 匹配 定理 并 证 明 $ 2. 3 中 的 主要 结果 . 

$21 模型 问题 和 G.K.S. 稳定 性 理论 

考虑 一 阶 双 曲 型 偏 微分 方程 组 ; 

a/r = Agu/ax + Bu +F, (x,tZ2 0) (2. 1.) 
== 1102 


其 中 u(x,t) ,F(x,t) 为 向 量 函 数 ,A 及 B 为 nXn ARER, A 为 
非 奇 埃 尔 米 特 和 矩阵 . 不 失 一 般 性 之 下 ,假定 ， 


A: 0 
A=: ， (A' <0,A'>0) 
¿0 A' 
给 定 初 始 条 件 
u(x,0) = f(x), (x 过 0) (2. 1») 
及 边界 条 件 


u' (Ct) = Su! (6,t) +g). (tZ0) (2. 1.) 
称 u',u' 为 内 流 及 外 流 函数 . 它 所 对 应 的 方程 称 为 内 流 及 外 流 方 
程 . 由 前 面 已 知 ,用 差分 方法 求解 方程 的 稳定 性 问题 ,可 以 归结 为 
用 差分 方法 解 外 流 方程 的 稳定 性 问题 . 不 失 一 般 性 之 下 ,本 节 只 考 


虚 外 流 方程 的 模型 问题 : 
a/a = Au/x, (— 1<Sx<c,0<t<c,A2>0 (2.1) 
u(x,0) = f(x) (— 1 < x < co) (2. ls) 


假定 问题 (2. 1) 对 L, 范 数 是 适 定 的 . 现在 用 有 限 差分 方法 求 
解 问题 (2. 1). 
在 区 间 (--1,0) 中 用 差分 格式 ， 


Ri Q%G+k)= È QPv tok). G =1,2,--,N—1 (2.2) 


在 区 间 (0,c<) 中 用 差分 格式 : 


Ru QiwGa+k= AQP wok), NN+TL,) (2.3) 


其 中 Q9= D APELEIUGO= UG jh. por 都 是 正 整数 ,E! 为 
位 移 算 子 .6 一 1,2). $ h=1/N,h=Mh M>1,A=k/h; 4 = 
k/h. N,M 为 正 整 数 , 现 定义 网 格 集合 R(x,.t.); 


es i s 


=nk, (k>0,n—0,1,2,°) 
f Aa 
| (= 一 ml 一 mm 十 2 一 1 0 1 
R; N+P, — D 
他 i. 
| O= N= roN =r +l1, N.N + iee, 
kval nh <D 


为 使 差分 方程 式 (2.2)(2. DER 上 有 唯一 解 给 出 初始 条 件 如 下 ; 
[o == {,(ok), 
| (一 0,1…N--1lc 一 0.…s) 


(2.4) 
[Ca = f,(ok). 
l œ= N,N +1,0 = 0,,s) 
对 于 差分 格式 R, 尚 要 计算 平移 边界 条 件 R: 
Tav (ttk) = J Tv, 一 ok)， 
Ru :< (g = -— ri +1,0) (2.5) 
T, = DGE. 
以 及 差分 格式 R, 和 R, 之 间 联 接 条 件 为 ， 
vn- (t +k) = w... +k), (p= 1,.,r) (2. 6.) 
vs. (t HD = >)Biovni — ok) 
= -) 
+ 全 Boowudt — ok), (p = 0,1,4, p, — 1) (2. 6) 


e-i 


° ki 
BP = DI DPE BP = DGPE (u =0,1, Pi — 1) 


i= ç 


tt U = 


其 中 my,qiyqz's 是 正 整 数 .由 (2. 2)- (2. 6) 定 义 的 差分 格式 称 为 
逼近 问题 (2. 1) 的 套 网 格 差分 方法 . 记 为 Ro 十 Ri 十 R;. 定义 范 数 
lul 一 S lv, lih, + D) Iw, l'ha, 


现 采用 G. K. S .稳定 定义 ， 并 假定 所 用 差分 格式 R 满足 下 列 
条 件 ， 
假定 2.1 ”差分 格式 是 可 解 , 即 存在 K>>0, 对 于 任意 G,E 
L, 使 差分 格式 
(QWw, =G, (=1,2,) 
(ew, Sr w.) = go (一 一 Tr 十 1 0) 
有 唯一 的 解 , 且 满足 
Iw SKAG? +h D lg, l2). (2.8) 


一 z+1 


假定 2. 2 差分 格式 R 关于 柯 西 问题 是 稳定 . 即 下 列 条 件 
为 成 立 . 
(1) 差 分 格式 R 满足 Von-Neumann 条 件 , 即 特征 方程 


(2.7) 


(QL) — Dd, Ty = 0. (2.9) 
或 者 书 为 形式 ， 
Pp 
DA xy =:0. (Ai(z) = -Ba, ZX = e") 
(2. 10) 


其 中 没有 lzl>1 的 解 . ( 即 1x|=1 坟 1z1<1, 此 后 均 用 x, 或 4, 表 
示 特 征 方程 式 的 内 根 ,|x|<1, lel 
(2)(2. 9) 在 单位 圆 上 无 重 根 . 
假定 2.3 ”A,(z) 和 A ,(z) 非 奇异 . (|z| 之 1) 
下 列 引 理 2, 1 见 第 三 章 8 1, 引 理 1. 6. 
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引 理 2.1 ”差分 格式 可 解 的 充 要 条 件 如 下 : 
(1) 方 程式 (2. 7) 对 应 齐 次 差分 方程 在 L: 中 仅 有 平凡 解 - 
(2) 特 征 方 程式 


, 
Q ,@) = D Ant = 0, (2.11) 


WA r 个 根 满足 0 和 <<|xil<<1, 其 中 
ro = max(-- j: Aj-1 Æ 0). 
(3)Q Co) 在 单位 圆 上 没有 根 . 即 当 |x|=1 时 Q_:(x) 天 0. 
套 网 格 差分 格式 的 稳定 性 条 件 主要 依据 G. K. S. 稳定 性 理论 
而 得 到 , 现 给 现 此 理论 的 另外 一 种 形式 : 即 下 近 (2. 1 的 差分 格式 
R 的 预 解 方 程式 可 书 为 形式 : 


Qa = z Q uw, = 0, (= 1,20) (2.12) 
a=0 


(Ta DTW, = 0, (p=—r+1,,0) (2.12) 


其 中 z 为 复数 ， 

定义 2.1 

(1) 给 定 z, 如 果 预 解 方程 式 (2. 12) 有 非 平凡 解 wEL:, 则 称 z 
是 差分 格式 R 的 特征 值 . 

OMR z 不 是 特征 值 ,但 存在 序列 {w'(z)}P EL:, 使 当 
i w (>) || =1 B} 

LimG (zw; (z) = 0. 

则 称 z 是 差分 阁 式 R 的 广义 特征 值 . 其 中 G (z) Ë (2. 12) 确 定 的 
LeeL 的 有 界 差分 算 子 . 

定理 2.1 差分 格式 R 稳定 的 充 要 条 件 为 它 没有 |z| 宇 1 
的 特征 值 和 广义 特征 值 . 

(2. 12) 的 特征 方程 为 
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P. 
PG,x) = >)Ai(z)x = 0. (2.13) 


引 理 2.2 34 iz >l 时 ,特征 方程 式 (2. IDH r 个 内 根 
《0 三 1x1 二 Dp 个 外 根 |x(Cz)| 之 1 

依据 定义 2. 1,z 是 差分 格式 R 的 特征 值 ,或 广义 特征 值 的 充 
要 条 件 为 预 解 方程 式 (2. 12) 具 有 下 列 形式 的 非 平 凡 解 : 


N dl 


w) = D) > aufs(v)x:(z)， (一 0,1,) (2.14) 
e=] #=0 
其 中 x.(z) 是 特征 方程 式 (2. 13) 的 相 异 内 根 , 重 数 为 d. =d.(>). fo 


是 v 的 B 次 多 项 式 ,由 引 理 2.2 可 知 27d.=r 

注意 ,w,(z) 依 赖 于 r 个 参数 (ow) 代入 边界 条 件 (2. 12,) 得 到 
含有 r 个 未 知 数 {ow) 的 齐 次 线性 方程 组 , 记 为 

Jos = 0,(|[z] Z 1, = (s) ) (2.15) 

其 中 J(z) 是 边界 条 件 确定 的 rxr 个 方 阵 .o RR 的 转 置 . 

为 使 w,EL: 不 为 零 的 充 要 条 件 为 线性 齐 次 代数 方程 组 有 非 
FR o ,而 9 具 有 非 零 解 的 充 要 条 件 为 Det](z)=0 (|z|21) 

定理 2.2 — (G.K.S. 稳定 性 行列 式 判 别 条 件 》 

差分 格式 R 稳定 ( 即 R 不 具有 特征 值 或 广义 特征 值 ) 的 充 要 
条 件 为 

; Detj(z) #0. (jz > 1) (2.16) 
2.2 套 网 格 差分 格式 稳定 性 判别 条 件 
将 差分 格式 (2. 2) 一 (2. 6) 写 成 预 解 形式 : 


QL- AV w=, w12 ND (217 


QR- QP w, =0, OSN, N41) — (2.17) 
= 41 


(T. — T. v0, (gs: —r+l,2:,.0) TIRY 


VN-aM= WN p (kk 一 1,2.…yrz) (2.17) 
Ba (2.17 
(0.1 pi 一 1) 
再 写成 单 步 形式 ， 
vi 一 Mivw =1,,N—1) (2. 17.) 
Wn=Mw,, (yy=N,N 十 1,…》 (2.17) 
Tvo 二 g。 (边界 条 件 ) (2.17.) 
BGw)=0, (联接 条 件 ) (2.174) 
VE (Vep iV n) (=0,--.,N) (2.17) 
WE Wp Wen) OSN, N1) (2.17) 
其 中 
TARDA, D … ADTAL 
Mi = | -I 0 0 J RSi 
L 0 -I 0 


(2. 17D PH] B 是 在 变换 (2. 17.), 2. 17) F iH (2. 174) (2.17 BF 
决定 的 矩阵 . 
给 定 0<e<1, 满 足 e 和 4max Chr: higi). 构造 单调 光滑 函数 9 
EC” ,满足 
(0, (x <— €/2) 


(x)= / 
SP [x > e/4) 


= 116. 


令 y(x,e)=:1 一 p(x,e)EC” 用 gp 及 由 分 别 乘 差分 方程 式 
《2.17w) ,并 把 由 mv,…; 记 为 (pv),+ 再 增 或 碱 一 项 得 ; 
CHY) =M,($O,+ (hai bv O= N=) 
[or et, (=NN+1) (2.18) 
T) =pg BOV =0. 
HA £/4>max (hirz higi) , @& (2. 18,024 9. 因为 w 只 有 (一 rs 十 
1l)h:，,( 一 rz 十 2)h:,… 以 后 才 有 定义 . 此 时 由 正好 为 零 , 即 (2. 18) 第 
二 式 恒 等 消 灭 . 
(2.18.) 变 为 (2. 18,) 的 初 值 , (2. 184) 变 为 (参看 (2. 174..) ) 
w = ws. (g = 1 ,rT2) 
. ° 
Qua = 27 D Diyn- "1 


. 9 
+ HYGPpwme op 


故 w_，s Yanna Wa 的 值 是 在 xx ia xarpa 点 处 的 值 . 

由 于 se>4max (hr; hiq, PHR q E hynie nor bwa, 58 

为 零 ,而 ww- so vao D23938, BD C2. 18.) 也 恒 为 零 . 因此 (2. 1853: 
= nr= 


际 上 只 有 下 列 两 式 : 
(po = Mpe), + (Q, Oo =1,2,.N— D 
s; = pgo 
若 把 v*=1,2,… 扩 张 ,因此 (2.18) 即 是 关于 (4) 的 初 边 值 问题 
Ro+R.. 
同 理 用 9 乘 差分 方程 式 (2.17) 得 : 
fpv) = M, (ev), 十 (9 一 vi 
(= 12, N- 1) 
KG = Ma (Pw), + Gra — PW (2.19) 
(= N,N+ 1°) 
Te = plg), B(gv,gw) = 0. 

由 (2. 19.) 可 知 gv, = 0. Pgo = 0, 即 (2. 19.) 便 等 消灭 . 因此 
(2.19) 可 看 为 Ri,R; 两 个 差分 格式 并 以 B gv gw) = 0 为 联接 条 
件 的 柯 西 耦合 稳定 问题 R, +R. 因此 (2. 17) 的 稳定 性 问题 可 以 分 
解 为 如 下 的 两 个 问题 ; 

(A) 差 分 格式 R +R 求解 的 初 边 值 问 题 的 稳定 性 、 

(B) 差 分 格式 R +R, 求解 柯 西 耦合 问题 的 稳定 性 ， 

下 面 定理 说 明了 \A),(B) 两 问题 与 套 网 格 差 分 格式 (2.17) 稳 定性 
的 关系 . 

定理 2.3 ”车 (2.18) 定 义 的 初 边 值 问题 (A) 和 (2. 19) 定 义 
的 初 值 问 题 (B) 均 为 稳定 . 则 套 网 格 差分 格式 (2. 17) 也 为 稳定 . 

证 HXP pI Sle E) h< 2h/e=2k/(e2)=0(k), 
lpi pII N h< 2h/e<ç2k/(sÀ)—=0(k). 3£ rR Esn 
xA = min (À,, Àz). 在 (2. 18), (2. 19) PRE ER M Ci — p), 
($. i — b.) ,稳定 性 不 变 . 注意 到 p.p HER e> 4max (rzh;， 
qihi) 故 (2. 18) 变 为 
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(q9). = MCP), TOUP = Qha), ea 
(W), = Mbw),, B($ç,ow)x = 0. ; 
同 理 (2. 19) 变 为 
(9v) = M, (E, T(g@v) = (qg) = 0, 
py ç gv Pg i 


Cw), = Mgw),, Blpv,pw)h = 0. 
根据 关于 小 扰动 不 影响 稳定 性 的 性 质 , 故 差分 格式 (2. 18) , (2. 19) 
的 稳定 性 与 差分 格式 (2. 20),(2. 21) 的 稳定 性 等 价 . 由 假定 初 边 值 
问题 A 及 初 值 问题 B 均 为 稳定 . 为 了 证 明 本 定理 , 先 考虑 B(v,w) 
=0 的 形式 : 


{yn = WN-ps (B == 1.2, r.) 


wa 
1 
was 3) È Dna 


| +5 S Giwa’, (u= 0,1, pi — 1) 
$ w,= (Wano Wa D REER 839 W= (Wisst 
wn-:, ) 的 某 些 线性 关系 式 . 设 已 化 为 如 下 的 线性 关系 ;Swn = 
(g)N, 因 此 (2. 20) 可 书 为 形式 : 
(gv)... = Mi (pv),, 
TOY) = (Pgo 
因为 yw 三 0, 故 (2.204) 成 为 恒等式 . 又 可 书 为 形式 ; 

(yw) =M: (W), =0,, S(0w)x= (yg)n=0. (C) 
由 于 假定 Re 十 Ri 为 初 边 值 问题 G.K. S. 稳定 故 由 G. K. S. 稳定 定 
义 得 ; (参看 第 二 章 $ 2 定理 2. 2, 公 式 (2.15),(ao 一 0)) 


tk yl 


< Ked Dao C) 


R. + Rid 


TFE a 


由 于 gw 三 0, 即 (c) 式 为 恒 等 成 立 . 故 不 防 设 下 列 关系 式 也 成 立 . 


Cy yw! ik E [gw lià 
< Kid TOR] (C1) 
由 于 的 性 质 ,(2.21,) 便 为 零 ,因此 (2.21) 可 书 为 下 列 形式 
(pr) r= Mi (gç),. (D) 
(gw), =M,(ew), S(e@w)x= (pw. (E) 


但 是 ,这 里 假定 R,+R, 是 耦合 柯 西 稳定 , 现 重新 排列 并 扩充 为 
(pv),, (pw), 变量 的 方程 组 ， 

Ka: i M o0) pa 

LW) LO J (gw), 
的 初 边 值 问题 的 稳定 性 . 这 时 我 们 已 改变 了 变量 次 序 变 为 初 边 值 
问题 的 G.K.S. 稳定 性 . 故 由 定义 得 : 


dar i lyc 61 iewi + dt DPV + (PWR) 
< Kk got]. 
但 由 (9gv) =M EV), Tv),= (9g)o=0, 可 知 pv 三 0, 代 入 上 
式 得 : 
{z|-1y |z A 
CeT” Ë" iwl? + Er low 
< KLO re. (E) 
再 因为 p= 故 又 得 关系 式 
Elly: E HH gis 
< Kk eee)!]. Œ) 
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故 由 (C1), (Ei) 两 式 相 加 得 


(ly pt pv 十 Hugs + Qo) 
< Kph ggi + gp. 
MO p. 
ara|” | = | |] 为 G.K. s. Ba. muc, 
pa wri 0 ,Me9pv 
EDAMI: 


DC eikit alb +k allco + 


(po) < K[k( BL! )((qa)k + (qg)1) 1. 
i ç M,, a S 
这 表示 ”| = Pe be 为 G.K.S. 稳 定 .但 WwW=qgw+ 
‘pwiv [0 Mi) ç 
$w,v=v-- gv. 由 此 得 w CS Eki. 再 利用 等 价 性 原理 ,可 知 
ws,v 是 关于 套 网 格 差分 格式 (2. 17) 也 为 稳定 . 定理 2. 3 证 毕 . 
已 知 问题 (A) 稳 定 的 条 件 为 DetJ,(z) 关 0(|z| 宇 1). 现 讨论 问 
题 (B) 的 稳定 的 条 件 . 现 平移 坐标 使 x=0 为 R, 及 R, 的 联接 点 ; 
fte =nk, (k>9,n=0,1,2,) 
R:(xt)4x, = yh, (v= 1, — 2, 一 3,…) 
x, = ho (v = 0,1,2,--) 
具有 联接 条 件 : 
Vo (t— k) =w. Hk), (p=1,2,,r) (2.22) 
v,(t+ k) = DV Bev id — k) + SBP welt — ok). 


e= 一 1 


(p= 0, Lep — 1) (2. 23) 
EF BY, BP WZ: (2. 6,). ERER 
WG) = voorn (t) œ= 0,1,2) (2. 24.) 


代入 (2.2) 的 Ri 得 


= 


Wwt tk) = DPW, — ok), 


an 


aP = BAPE, AP =A? 


ime 
这 因为 由 
py py 
DAB = 六 Ad sv t+ k) 
3 ü “Á 
= 2 A Va -iirntt 十 k) = PAV w. (t +k) 
jen in 
O= 1, — 2,.) 
Dy 
= D ARW + k) = UW,t + k). 
(一 0,1,2，) 
同 理 可 证 另 一 边 也 成 立 . 再 令 : 
w,(t) 
U) = Bo (y= 0,1,.) (2. 24,) 
则 有 
" [Som o] 
| qs Ud= I si kaa (2.25) 
1 
| 
28 J 


联接 条 件 (2. 22)(2. 23) 可 转化 为 边界 条 件 : 
W, (ttk)=:w ,t+k), (p=1,2.. ,7;) 
pa a: D Bipw,(t —ok)+ X BiPw (t— ak). 


e= 1 we 一 1 


(p=0,1, p —1) (2. 26) 
这 只 要 把 (2. 24.) 代 入 (2. 23) 即 得 . 此 时 差分 格式 (2. 25)， 
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(2. 26) 相 容 于 微分 问题 
a 0 | = 
0 =|， -am WO0,t) = w(0,. (2.27) 


因此 在 (2. 24) 的 变换 下 , 初 值 问题 (B) 等 价 于 初 边 值 问题 (2. 25)， 
(2. 26). 但 (2.25) 的 预 解 方程 式 为 : ( 即 用 U. C) = z'u 代入 
(2. 25) 所 得 结果 ) 


ae te zaro 0 
| 0 aal o Sapri- pa 
l e= i 
O=0,1,2,) (2. 28) 
故 (2.25) 的 通 解 为 
w > | 
o.-| 于 = laisi G=0,1,2,=:) (2. 29) 
w. >> hiGy,z) pz). j 
UU 


|w: = hA wl < s, 


v 


[| w |! = h, 27 [W]? < so, 


v=0 


其 中 x;(z) 及 py(z) 分 别 为 特征 方程 式 


Pr 
Det| 2) 1AP œx] = 0, (2. 30) 
bij 
Det) >) JAP p] = 0, (3.31) 
Tn 


的 内 根 .fiCv,z) 是 v 的 多 项 式 ,其 次 数 比 xi(z) 的 重 数 少 1. h (wz) 

是 vy 的 多 项 式 ,其 次 数 比 xz) 的 重 数 少 1. 由 引 理 2. 2 知 特征 方程 

式 (2.30),(2.31) ,分 别 有 r PHR SIKIO p PAR Gul 
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D. Ee U, HH pitre PARGI o= (o s s, O .代入 边界 
条 件 (2. 26) 后 得 到 有 pi 十 r; 个 未 知 数 的 线性 代数 方程 组 
Js = 0. Ja: n + p, MER) 
由 定理 2.2, 可 知 差分 格式 (2. 25), (2. 26) 稳 定 的 充 要 条 件 为 
DetJa(z) #0. (|z| > 1) (2. 32) 
因为 (2. 25), (2. 26) 间 问题 (B) 等 价 , 故 若 (2. 32) 满 足 , 则 初 值 问 
题 (B) 也 是 稳定 , 故 得 
定理 2.4 (行列 式 判 别 条 件 ) 套 网 格 差分 格式 (2. 5), (2. 
2),(2.3) ”Ro 十 Ri 十 R; 稳定 的 行列 式 条 件 为 
DetJa(z) 了 0, DetJa(z) 天 0. ([|z| 221). (2.33) 
$ 2.3 一 类 套 网 格 差分 格式 的 稳定 性 条 件 
S 2. 2 中 建立 的 套 网 格 差分 格式 稳定 性 判别 条 件 , 在 使 用 时 ， 
比较 难于 验证 . 有 时 甚至 不 可 能 . 然而 对 于 一 类 比较 特殊 的 差分 格 
式 和 网 格 条 件 , 可 得 到 简单 的 稳定 性 判别 法 则 . 
定义 2.2 ”边界 条 件 R。 称 为 平移 的 , 若 可 书 为 : 


T_yv,(t+k)= > Tvlt—ok), 
°: s (2. 34) 
T= Ù GE}. =0, 一 1,… ,一 十 1m 为 正 整 数 ) 


j=0 


即 系数 CREF e PAPRA. 特别 当 r=1, 边 界 格式 为 自然 
平移 条 件 . 
定义 2.3 称 


Rx) = DG (2. 35) 


j=0 


为 边界 特征 函数 ,其 中 GO =C UC, 
定义 2.4 
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也 边界 格式 R, 称 为 满足 V-N 条 件 . 如 果 
Rolz,x) = 0 的 根 满足 


|x] =: 1=>|z! < 1. (2.36,; 
@ 边 界 格式 R, 称 为 满足 耗 散 条 件 如 果 
Re。(z,x) = 0 的 根 满足 

ix| = 1,x Z 1=>|z| < 1. (2. 36,) 


1 M=1 情形 
车 M=1,(h;=Mbh,) 则 h,=hs, 此 时 套 网 格 差分 格式 称 为 匹 
配 格 式 . (又 称 为 不 合格 式 )(Matching Scheme) 而 且 联 接 条 件 是 
直接 转移 形式 ， 
Vt) 一 wet，( 一 1rz) 
E = wt) (g = 0,1, pi — 1) 
在 变换 Ww,(t) 二 v.61, 之 下 ,上 述 化 为 
Wp-it) = Waal, (p = ly r2) 
E wnt) == wW, 0). (p= 0,1 ,ps = 1) 
E25 设 Ri,R; 分 别 对 Canchy 问题 相 容 稳定 , 且 为 耗 
散 格式 ,至 少 有 -一 个 不 超过 三 层 , 如 果 边 界 条 件 满 足 
R,G,x) Z 0, (|z| 2 1,0 < |x| <1) (2.37) 
Rez, D#0. (|z! = 1,z= D (2. 38) 
则 套 网 格 差分 格式 (2.5),(2. 2),(2. 3)Ro 十 R, 十 R; S 6 fa E. 
定理 2.6 设 R, 和 RR; 分 别 对 Canchy 问题 相 容 稳定 , 且 为 
耗 散 格式 ,至 少 有 一 不 超过 三 层 . 若 边界 条 件 满 足 (2. 38) 及 V-N 
条 件 且 为 可 解 , 则 套 网 格 差分 格式 (2. 5),(2. 2), (2. 3)R。 十 R, 十 
R, 为 耦合 稳定 . 
定理 2.7 R 和 R: 分 别 为 Canchy 问题 相 容 稳定 ,并 且 
至 少 有 一 个 为 耗 散 格式 至 少 有 一 个 不 超过 三 是 . 如 果 边 界 格式 R, 
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E, 


满足 条 件 (2. 38), 且 可 解 耗 散 , 则 套 网 格 差分 格式 (2.5),(2. 2)， 
(2. 3)Re 十 Ri +R: 为 耦合 稳定 . 

以 上 定理 要 求 差 分 格式 R, 及 R, 至 少 有 一 个 为 耗 散 ,一 般 情 
况 下 则 没有 上 述 简单 . 

定义 2.4 


F,G)= (u(2) |> A 02)06= 08558 P), 


F,G)= (xG) | 2” AP (zxw=0 的 所 有 内 根 )}， 


FíM==(ga(zy7M), FyM ;(w"M(2)). 

定理 2.8 设 Ri,R: 为 任意 格式 ,分 别 为 Canchy 问题 相 容 
REN 

OR, K R; 满足 F, DNF: =D, dzl =D REXA 
F,!,F, 没有 共同 的 元 素 集合 ) 

@R, 满足 (2. 38) 且 为 可 解 耗 散 . 

则 套 网 格 差分 格式 (2.5),(2. 2), (2. 3)Ro 十 Ri 十 R; AMERRE. 

上 述 各 定理 证 明 见 后 . 

注 1 定理 2.5 一 2.7 的 稳定 条 件 同 差分 格式 R, 5 R, 基 
本 无 关 . 定理 条 件 只 同 边界 格式 Re 本 身 有 关 . 定理 2. 8 增加 条 件 
FONRO) = Ø. (|z|==1) 这 是 同 R, 及 R, 有 关 . 并 反映 了 两 
个 格式 的 特征 值 在 单位 贺 上 的 分 布 情况 . 这 比 讨论 条 件 

DetJa(z)#0, (|z|2>1) WA. 

$2  M>1 的 情形 (Mbh,=h;) 

对 于 任意 差分 格式 Ri(h,) 和 R:(h:) 在 M>1 时 ,很 难得 到 比 
较 简单 的 套 网 格 差分 格式 稳定 性 判别 条 件 , 但 是 若 限 制 差分 格式 
Ri(h,) 满 足 p; 王 1, 则 可 得 到 类 似 简 单 结 果 . 在 实际 上 ,L-W 格式 ， 
蛙 跳 格式 等 均 满足 p,=1 条 件 . 此 时 联接 条 件 (2. 26) 变 为 直接 转 
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移 形式 ， 
Wlt)=w ,(t). (p=0,1,,r2) E; 
定理 2.9 中 设 差分 格式 R (h ) 满 足 pi =1,R,(h,) ff #. 
@R,,R, 分 别 对 于 Canchy 问题 相 容 稳定 .M 之 1.h;==Mh, ,而 且 
多 满足 条 件 :F. "CO QF,G)=@.|z|=1 人 @ 边 界 格式 R。 满 
足 (2. 38) 且 可 解 耗 散 . 
则 套 网 格 差分 格式 (2. 5) ,(2. 2).(2. 3)R。 十 Ri 十 Ri JMS 
定 . 
$24 套 网 格 差分 格式 的 匹配 定理 
本 节 将 建立 一 般 形 式 的 匹配 (又 称 为 耦合 ) 定 理 并 以 此 为 工具 
证 明 $ 2. 3 中 诸 定 理 . 
定理 2. 10( 匹 配 定理 ) 设 差分 格式 R, 和 R, 对 柯 西 问题 
分 别 为 相 容 稳定 , 若 满足 条 件 ， 
Fi (z) Q F,G)= @. (|Iz| = 1) (2. 39) 
则 匹配 格式 R +R: 对 柯 西 问题 也 相 容 稳 定 . 
证 重复 $ 2.2 的 方法 ,将 初 值 问题 化 为 初 边 值 问题 ,得 到 
预 解 方程 式 (2. 28). 其 通 解 为 


4 
= Dioda, 
U=4_ 上 A (2.40) 
Lw, 1 
| Dhow). 
H Plai, e <1. 是 特征 方程 式 (2. 30), (2. 31) 的 mi 
及 4; 重 根 .f(y,z) ,hbv,z) 分 别 是 vy 的 (m; 一 1) 次 和 (i 一 1) 次 多 项 
式 . 由 引 理 2.2 知 
í dz 
Pim = r,, TL = pi- 
将 (2.40) 代 入 边界 条 件 E. 得 
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<, 


à t 
DE 一 v,£)x; (z) — Dhly =- 1),z)m 1(z) = 0. 
= im 
(G= 1,2,% ,7,) (2. 41) 


4 4 


DODD Dh (v + DD S*2 (z) = 0. 
各 a 


w= 0.1. py 一 1) (2. 42) 
重 排 (2. 41) ,(2. 42) 得 线性 齐 次 方程 组 : 


d, 


A rE SS A 
Droe 一 2h O 1),2) (p71)"+! = 0, 


Gs Tas == ra H leee, = 10.1. pi — 1) (2.43) 
其 特征 多 项 式 为 
Da) = Hx _ xo". fx 一 所 04 (2. 44) 
且 I(x) 的 次 数 为 ri 十 pi. 易 知 齐 次 方程 式 (2.43) 只 有 平凡 解 的 充 
要 条 件 为 特征 多 项 式 [T(x) 无 重 根 . 因为 {x;} 和 1, {js} 入, 是 相 异 特征 
根 , 故 (2. 43) 只 有 平凡 解 的 充 要 条 件 为 
xG) ú '(2), id lidlz|21) (2.45) 
注意 : |z1221 时 ,|xij 过 1,|ps|<1, 故 (2.45) 自 然 成 立 .再 由 
条 件 (2. 39) 即 x(z) 关 py (2). |z |= 1. (V (i,j)) 因 此 (2. 45) 成 立 . 
故 齐 次 方程 (2. 43) 只 有 平凡 解 的 条 件 , 即 DetJs 关 0,(1z| 之 1) 其 中 
Ja 是 由 (2.43) 系 数 确定 的 r; 十 p; t E EE. 由 定理 2. 2 知 匹配 格式 
R,+R, 是 柯 西 稳定 . 证 毕 . 
如 果 格 式 之 - -是 耗 散 , 则 结果 还 可 简化 . 
引 理 2.3 ” 当 z=1, 特 征 方程 式 
R(z,x) = VA = 0, 


A,(z) = À, a- SI A,z 1, 
° 


= 428. = 


有 唯一 的 x=1 的 根 . A>0 是 外 根 ,A 二 0 时 , 若 R( 一 1,1)==0, 则 
z 一 一 1,x==] 也 是 外 根 . 

由 引 理 2.3 可 知 x( 一 1)=1EF,(z).x() 一 1EF:(z). 

引 理 2.4 ” 设 差分 格式 R, 和 R, 分 别 是 柯 西 稳定 ,并 县 至 
少 有 一 个 为 不 超过 三 层 的 耗 散 格式 . 则 匹配 格式 R, +R, EMS 
柯 西 稳定 . 

证 ”由 定理 2. 10 只 证 Fi:(z) 们 F,(z) 一 他. |z] = 1) 即 可 ， 
由 于 有 一 个 为 耗 艇 , 故 没有 |x!=1,x 关 1 的 内 根 因为 此 时 |z|<<1. 
M x==l 时 ,由 于 格式 不 超过 三 晨 , 故 没有 除 (1,1),( 一 1,1) 外 x= 
1,|z|=l 的 根 . 因 若 有 ,由 于 实 系数 , 根 必 成 对 存在 ,因此 根 将 超 
过 两 个 . 再 由 引 理 2. 3 K F ONE I=, z= DEE. 

注意 , 当 两 个 均 为 耗 散 型 格式 时 , 引 理 2. 4 16 29 CP. 698 定 
理 ) 中 的 匹配 定理 ， 

定理 2.5 一 2.7 的 证 明 HFR 及 R; 中 至 少 有 一 为 耗 散 ， 
而 且 格 式 不 超过 三 层 , 由 引 理 2. 4 可 知 匹配 格式 R, 十 R: 为 柯 西 稳 
E. 因此 Detja(z) 天 0. (1z| 之 1) 又 因为 边界 格式 满足 中 中 E. Tad- 
mor 的 定理 3. 1 一 3. 3 的 条 件 , 故 Det) (z)Z0. |> DHH ER 
2. 4 可 知 套 网 格 差分 格式 (2. 5),(2.2), (2. 3)Ro 十 Ri 十 R; EME 
稳定 . 

定理 2. 8 的 证 明 ”由 定理 2.10 可 知 DetJa(z) 关 0,(1z| 之 
DX R 满足 中 中 定理 3. 4 的 条 件 ,( 即 第 三 章 定理 1. 5)8k Det], 
(z) 关 0. (|z| 之 1) 由 定理 2. 4 可 知 套 网 格 差分 格式 (2. 5),(2.2)， 
(2. 3)Re 十 Ri 十 R, EMARE. 

引 理 2.5 ” 设 p=1,M>>1, 若 条 件 

FrM(z) (| F(z2) = 2 (lz| = 1) (2.46) 
满足 , 则 匹配 格式 R, +R, 是 柯 西 耦合 稳定 . 
证 H Fp =1, 由 引 理 2. 2 知 特征 方程 式 (2. 31) 只 有 一 个 
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WR8,.le()|<1,(1z|21 KH en 525 
4 


' 
1 [SO0.z2G),1 
ir 1 


p,= 4" = \ (2.47) 
Kw Bea). | 
其 中 B 为 常数 ,代入 边界 条 件 
wa (t) = w .,(t), (p= 0,1, rm) E, 


得 


4 


Bkw ia) — SJC nox”) = 0. 
ist 


(y= 0,1,° ,2) (2. 48) 
以 下 讨论 类 似 于 定理 2.10, 引 理 得 证 . 
定理 2.9 的 证 明 ”由 引 理 2.5 可 知 R, +R, RAAME 
E. 由 定理 2. 2 可 知 DetJa(z) 关 0, (|z| 之 1) 由 人 “中 定理 3. 4( 即 第 
三 章 定理 1. 5) 可 知 DetJ,(z) 尖 0, ‘1z| 之 1) 再 由 定理 2.4 JAE 
网 格 差分 格式 (2. 5) ,2.2), (2. DR +R, +R, YMERE. 
定理 2. 11 
《1) 设 差分 格式 Ri(h) 满 足 pj 二 1,R,(h) 任 意 ， 
DR R: 分 别 为 柯 西 稳定 ， 
GR R, 中 之 一 为 耗 散 ,格式 不 超过 三 层 ， 
(4) 边 界 条 件 Re 可 解 耗 散 ,并 满足 (2. 38). 
则 套 网 格 差分 格式 (2. 5),(2. 2),(2. 3)Re 十 Ri 十 R, IMAME. 
证 1) 四 (3) 及 引 理 2.5, 引 理 2. 4 可 知 匹配 格式 R, +R, 
为 柯 西 稳定 2) 由 定理 2.2 可 知 ,DetJa(z) 关 0. (z121). 
DHAOR PER 3.4( 即 第 三 章 定 理 1.5) 可 知 Re +R, 为 初 
边 值 问题 柯 西 稳定 . 而 且 DetJ,(z) 关 0(1z1 之 1).， 4) 由 定理 2. 4 
可 知 套 网 格 差分 格式 (2. 5), (2.2), (2. 3R +R +R: 为 耦合 稳 
定 . 
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53 双 曲 型 方程 式 多重 套 网 格 有 限 差分 方 
法 及 其 稳定 性 判别 法 


§ 3.13| 襄 本 节目 的 是 讨论 双 曲 型 多 边界 问题 的 多 重 套 
网 格 方法 及 其 稳定 性 理论 . 为 简单 计 ,把 x 轴 划 分 为 不 同 区 域 ,每 
一 区 域 具 有 不 同 网 格 , 并 选取 不 同 精度 差分 格式 ,而 研究 其 中 应 用 
什么 格式 及 满足 什么 条 件 , 才 能 相互 协调 及 稳定 . 这 种 思想 最 初 见 
于 单 边界 问题 ,并 由 M. Ciment'2022 提 出 ,并 得 出 了 一 些 相互 协调 
的 条 件 .以 后 关于 混合 初 边 值 问题 ,由 H. O. Kreiss! E. Tad- 
morot 等 提出 一 些 判 别 稳定 性 条 件 . 最 近 李 欣 恺 . 朴 致 淳 呈 : 
又 把 此 种 思想 推广 到 套 网 格 有 限 差分 方法 ,并 得 到 一 些 判别 稳定 
性 的 简便 方法 . 本 节 即 对 于 具有 多 个 内 边界 的 网 格 区 域 ,每 个 区 域 
的 网 格 不 同 ,并 分 别 用 精度 不 同 的 格式 讨论 其 中 应 满足 什么 条 件 
才 使 整体 稳定 . 

模型 问题 ”现在 求 下 列 外 流 双 曲 型 偏 微分 程式 模型 问题 

A/A =Qik,(0< x<<o,0:< t< o).u(x,0) =fx)，(3.1) 
由 于 特征 线 为 x-+t= 常 数 , 故 不 必 给 出 边 值 . 为 简单 计 , 把 [0,co) 
分 割 为 [0,1],[1,2],[2,3]… 等 区 间 .( 例 如 以 三 个 区 间 为 例 ) 若 用 
下 列 各 种 不 同 的 差分 逼近 式 即 在 区 间 [i 一 1, 襄 上 分 别 应 用 差分 格 
R: 
fQoust+k = 六 Qundt — ok), 


1 


p. 
Rap pa > APE,, (3.2) 
| = 


Eu” GO =u (x + jh), G= 1,2,3,…) 
一 131 — 


G= lass 1.2, N — l;i = 2, = N,N, + 1,-, 
N +N, —lii= 3. = N, +NN + N, +1, 
N, +N; +N, = l,e) 
rop 为 下 整数 ,在 [0,1].[1.2],[2.3]… 中 的 步 长 各 用 h, shahs 
KI hi 1/Ni sh, 二 1/N2yhs==]/Ns.… ,N,Ns,N;,… 为 已 给 的 
EZK. k 表 时 间 步 长 . 
[Mu = h/b sh; = (N /NOb,, 
Ma =: hi/h; sh; = (N;/N,)h;, + (3.3) 
h, = k/h; à; = k/h,,à, = k/h;, +=, 
因此 ,用 N 表示 下 列 网 格 区 分 (x,,t,): 
(t,o=nk, (k>0,n=0,1,2,) 
| (=h, G= +e N +p? 的 定义 范围 
| =1 十 (一 Ni)h (==N 一 "十 1,…, N, +N: +p:—1, 
Ni ut 的 定义 范围 ) 
| =2+G@— N, -N;)h s y=N +N,—r +1,.…, 
| N,+N,+N,+p,—- 1,0?” 的 定义 范围 ) 
l 


(3.4) 
初始 条 件 : 
(u) (ak) == f.(ok), 
| œ= r +l, N, -- 1,x, = vh, = 0,.,s) 
leav == f,(ok), 
| O= Nann N, + N, - 1,x,= 1 + G N,)h;) 
um ok == {,(ok), 
| OOO OSN +N, N. +N, +N 1, 
| x, = 2 + Œ- N, - Ni)h,) 


q as r. Es (3.5) 


ERE i=] 则 Ri 及 边界 格式 R, 联合 称 为 初 过 值 问 题 IBP(Ini- 
tial-boundary value Problems). 其 税 定 性 判别 法 先后 由 M. Ci 
ment,H. O. Kreiss & E. Tadmor? t° 等 所 讨论 . 若 ij 一 2, 即 R, + 
R,+R, 两 个 区 间 套 网 格 差分 格式 的 不 同 风格, 不同 客 式 的 相互 匹 
MESHE. 它 由 李 欣 恺 , 朴 致 淳 … 所 解决 .本 节 在 上 述 的 基础 上 
进一步 推广 到 i=3.,i 二 4,… 的 多 重 套 网 格 有 限 差分 方法 的 不 同人 区 
间 不 同 格式 的 相互 匹配 耦合 问题 . 主要 归结 到 两 种 网 格 类 型 的 匹 
MAS. 即 由 密 到 稀 . Ri( 密 网 格格 式 ) 一 R:( 稀 网 格格 式 ) 的 稳定 
J 6 # t R H 36 9] # R;( 稀 网 格格 式 )-*R;( 密 网 格格 式 ) 的 稳定 
炮 合 条 件 . 此 外 设 R, 的 边界 条 件 为 
Tuma + k) = NTouott -ak)， 


Red Ty = SCPE, (3 6) 


| (p =- ri + les 0.6 = — 1," s) 
RiR: 的 联接 条 件 并 用 符号 RAR 表示 它 (Miz>1, 由 窗 到 稀 ) 
[UN -mp (t + k) = uk tt k), C= 12er) 


uN (t + k) = i N Beag W i(t — ok) 


e=-1 
R, N R: . 
+ > Bu ~ ak), (p= 0p D) 


% 
B? = > DPE, BP = D GPE, 


b-a j= 


(3.7) 
R,,R, 的 联接 条 件 R, O R,.(Mx2>1 由 稀 到 密 ) 
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UNan lt + k) = uÑ cu (t + k), 
| 


(y=0,1..….p: - 1) 
| : 
u tt + k)= > Buta -1t — ok) 


R, N R: = 1 
+ XU BPU (t — sk), (G= Lera) 
s= -1 
o ki 
Bp = $ DPE,B = 2 GPE. 
Im- j=e 


(3.8) 


微分 方程 (3.1) 的 多 层 套 网 格 的 差分 逼近 MND. 

由 (3. 2), (3. 6), (3. 7),(3.8)… 等 定义 的 差分 逼近 R, Ri， 
R;,… 及 初始 条 件 Ro ik RPF RNR: ,R; 门 R;,… 称 为 微分 方程 
(3.1) 的 多 层 套 网 格 有 限 差分 逼近 ,并 用 MND(Multiple Nesting 
Grid Difference Methods) 表 示 . 


纯 初 值 问题 的 差分 逼近 R : 
fo u(t- k) = D Qut- ok), Q, = DAE. 


uo) = fo). G= 0, El, E2) 
(3.9) 
设 用 分 高 变量 法 u(t,)=zx"y=- ze'y 代入 上 式 得 预 解 方 程式 


Ñ Ku ZAGO “Dy =0, 
R:4 A (3.10) 
lQ. = >)Aue 
= 


或 书 为 形式 


18 > 


, ， 
paa) = > Ari = 0 (A; = A DAD (31D 


-0 


定义 3.1 R 称 为 柯 西 稳定 的 ,如 果 p(x,z)=0 的 根 满足 
Ix|=1=|z|<1. ñ R |z | =1 的 根 为 单 根 . 
初 边 值 问题 差分 逼近 RR, 我 们 用 IBP RR: 


(Ri:Q tt) = D Qut ok) +kF,, G= 1,2,7) 


e=0 
u,(ok) = f.(ok), 
TIBPJ = rt 0 ,0 = 0 ,5) (3.12) 


R, Tu + k) = D) TPu, (t — ok) + g(t). 


070 


(u=-- r+ 1-0) (3.135 
IBP 为 G.K.S. 稳定 的 定义 为 : 

定义 3.2 ”车 f 寺 0, 如 果 存 在 常数 K。 及 a EV a> 满足 
关系 :( 参 看 第 二 章 8 稳定 性 定义 2. 3, 公 式 (2. 12)) 


° 
Q — oo | “a, j: AT r) 
( Ia) 22 le uli + ri leei 
7 (3.14) 
Ko(( =p > l e ed l: + Í est Í 1). 


r+1 


则 称 Ros Ri Fe K.S. 稳定 . 

若 F= 0, 当 把 (3. 12), (3. 13) 书 为 预 解 形式 时 , 即 用 变换 u = 
e-“z"u, 代入 (3. 12),(3. 13) 再 把 多 层 形式 化 为 两 层 格式 后 , 令 u. 
一 (os yu 1) 得 

u. = Mu，Tu = gi (3.15) 

引 理 3.1 对 于 齐 次 情形 下 (F.=0) 的 初 边 值 问题 IBP (3. 

12),(3.13), 当 {,=0 时 , 若 存在 常数 K XF |z |>1 E 
一 135 一 


< Kk lli 


(3.16) 
成 立 , 则 (3. 15 ' 为 G.K.S. 稳定. 

差分 格式 的 初 边 值 铝 是 IBPC. 12), (3. 15338 G. K. S. 稳定 
的 代数 判别 条 件 : 

设 单 边 值 问题 IBP'3. 12), (3. 13) 应 用 分 离 变量 法 u 一 zw 
在 齐 次 时 ,(F.:=g,=-0) 得 其 预 解 式 为 


Qa- Di QOw,=0, (=1,2,) 
IBP- y 
LT - Dr Tew, = 0. (=r 10) 


(3.17) 
上 式 又 可 合 书 为 形式 : 
Gw. =0. w= r41, =r +2) (8.18) 
定义 3.3 1 ) 若 预 解 式 (3. 17) 对 于 给 定 z 有 非 平凡 解 w, 
(EL WE z 为 1BP(3.17) 的 特 人 证 值 。 2) 若 z 不 是 (3. 17) 的 特 
HE ILE fE waa E Lae li w) l] =1 时 满足 
Li mG (zw, (z) =0. (3.19) 
则 称 z A IBP 的 广义 特征 值 . 
现 令 w"=?x… 代 入 (3.17,) ,得 (3.11). 称 为 (3.17,) 的 特征 方 
程式 . (又 称 (3. 17,) 的 预 解 方 程式 ) 
下 面 我们 简 述 -一 些 已 有 的 结果 . 《中 中 引 理 4. 1 到 4.4) 
引 理 3.2 差分 格式 JBP 为 稳定 的 充 要 条 件 为 当 |z| 之 1 时 
不 存在 特征 值 及 广义 特征 值 . 
引 理 3. 3 设 IBP(3.18) 的 特征 值 方程 式 (3. 11) 为 耗 散 ,又 
若 jz| 伺 1, 则 PetP(z,x) 王 0 的 根 x 有 nr 个 内 根 ( 即 1x| 委 1) 及 np 
=. F36: 1 


个 外 根 , (|x |21) 
若 对 于 特征 方程 式 (3. 11) 的 非 平 凡 解 w,(z)EL: 则 w,(z) 可 
表示 为 如 下 的 形式 ， 
w,(z) = 5 Sost), O= 1,2,) (3.20) 


e=] B=l 


其 中 xe(z) 为 (3. 11) 的 内 根 , 重 数 为 d.. iOH KEAR ME 


# 22 4.=nr. 把 (3. 20) 代 入 (3. 17D: 
JG) = 0. (|z| > 1, = [os]) (3.21) 
引 理 3.4 ” 初 边 值 问题 IBP (3. 18) 差 分 逼近 为 G. K. S. 稳 
定 的 充 要 条 件 为 
DetJG) #0. (zl 过 1) (3. 22) 
§3.2 多 重 套 网 格 想 分 格式 MND 的 G.K. S. 稳定 的 判别 
条 件 的 行列 式 形式 
现 用 分 离 变 量 法 u; =z"u, 代入 MND 格式 Re +R, +R,+R, 


十 … 及 联接 条 件 Ri 站 Ri,Ri 门 R,,… 后 得 到 预 解 方程 式 MND， 


° 


(Te — DT Du 一 0， G= r+l,,0) 
RR: C (3. 23,) 


(QW— EPan u=, G=1l,-,N,—1) 


Ra (a9 DAP uP ON, NHN) 
(3. 23:) 


Ra (Q%— DAP Duo=0， WEN, +N; NTN, 


.=0 


+N,—1) (3.23,) 


> TS. 


R AR:: UN,- mM, = UN -p> (y=1, ,7 M1>1) 


u. = 22 BPUNT DI BoP! 3,23,) 
— — 
(g=0,--,p,—1) 
RNR: UÑ EN + EUN N+? (p=1," ,ps, Ma>1) 


on a= DO Bo D Buse, 
(u=0, 01) (3, 235) 
R, 又 称 为 R, 的 特征 方程 式 . OR MND 格式 (3. 23) 的 单 步 形式 . 
应 用 变换 ， 
P = Cu) =1,2,.,N, — 1) 
um = (UP), (u= NN + N, — D 
ú = (un y". 


G@=N +N, N, +N, +N,— 


(3.24) 
把 (3. 23) 书 为 形式 ， 
Ri: uo = Mad,G=1y= 1 ,No 1 
1 一 2,v 一 Ni N, 十 N, 一 1 ) 
Ra TUP =g, (8.25) 


R. N Ra: BaP, 0), = 0, 
R N R: Ba (UP uc n, 一 0…， 


其 中 


一 138 — 


(APTAL, — (AP) AS) 
M: = | I 220 9 (8.26) 
| 0 -I 0 
现 叙述 Ri,Ri ,及 Ri 站 Ri+: 为 耦合 稳定 (i 王 1,2,3,…) 的 判别 条 件 . 
由 (3.23) 先 把 y=N, 十 … 十 N; 作为 原点 .在 x=0 的 左右 侧 , 分 别 
用 差分 格式 R, 及 R. if. 联接 关系 为 Ri 站 Ri 不 失 一 般 性 , 设 
M>1. (M<1 也 类 似 ) 设 网 格 点 (x,,t。) 集 合 为 : 
t,=nk,k>0, (n=0,1,.") 
get fyhi， =—1,—2,—3,.") (3.27) 
(Sl. G=0,1,2,-- hi =Mh;, M>1) 


此 时 RER- ORNAR sf $ 9368, 


QP uL +k) = J QPP dk), w= 1, — 2) 
o=o 


QPU ee +k) = DQE PUS? (t — ok), (y= 0,1,25) 


0 
u, (t + k) == uP t +k), (g = 1,2, ri) 
u (t + k) = >) D DPE — ok) 
ol jo 


. ki 
+ >] 27GPuprb(t — ok), (g = 0,1, pi = 1) 


< 
(8.28) 
Pi 
其 中 -=È ASE. (0=—1,0,=,s) (8.29) 
= 


令 
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uñ (t) = u(t) (u= 0,1,2,1) (3.30) 
代入 (3.28) 第 一 式 得 : 


p; . p; 
DAL uS (t +k)= >) 5) Aputa — ok), 
js e=0j=—r, 


G= 1,2,.) 


TP "P; 
DAS- HD = >] DAL- — ok), 


jan o=o jer 


(一 0,1,…) 


(3.31) 
由 (30) 得 
-P 人 
DA uot + k) = j SAST — ok). 
+= < = 
G= 0,1,--) (3.31) 
再 令 
AS. = AP, (3. 32) 
代入 上 式 得 
2) AB u, + k) = 2; D APUL (t — ok). 
j= pí 7 
G= 0,1,2,2) (3.33) 


Bp 


QAP AH = DPP - ok), G= 0,1,2) 


o=0 


q? = > AQE. (6 一 一 1,0,…，s) 
jp 
(3. 34) 
再 令 
= 140: >= 


ut Ct) = (u9 (t), utn(t)) (3. 35) 
可 知 (3.23,,,) 可 书 为 形式 


us Dttk) 


= un(t 一 ak). (y=0,1,") (3.36) 


0 IQ; 


l e=0 


而 联结 条 件 (3. 38,.,) 为 


ut k) = ut k), (p= 1,2,. ria) 


. - 
u. (t + k) = > DDPS — ok) 
-1 jao 
. a 
+ 2) D GPU? -= ok). (u = 01 ,pi 一 1) 
em 一 1 j 王 人 


(3. 37) 
此 时 同 差分 格式 (3. 36),(3. 37) 相 容 的 微分 方程 为 
W. | 一 aM 0) [e 


Jusu = | T0 = u$*5ç0,t), 
0 al JR 
(3. 38) 
(3. 36) 的 预 解 方程 式 为 
[8 ° + [2897 =: 0 | 
oe-] 


0 Qs. g | 0 YlQs-5, 


| udirb = 0. 
| 


(3. 39) 
(3. 36) 通 解 为 


ts 


Gü x j 
fa? D Roax o) 
i+ = | -= |lx I< 
| 


5 GOR. 
(w= 0,1.) (3.40) 
Ep UP, ui 均 属 于 L, 的 解 ,而 O 分 别 为 特征 方程 式 


Det( 3 A? CGyxe) 


= Det( >: AP, 一 DAP) = 0, 


(3.41) 


Piry 
Det( > AHD (zxGrD5i) 


PS =>; 


= Det[ > (Ass 一 JAg Da exato 呆 = 0 


和 Pet 


的 内 根 .h”(v,z) 是 v 的 多 项 式 ,其 次 数 比 x 人 的 重 数 少 1. hf*>(v， 
z) 也 是 vy 的 多 项 式 , 其 次 数 比 x 个 ”的 重 数 少 1. 由 引 理 3,4 可 知 
(3.41) 有 pi 个 内 根 ,(3. 41;) 有 Ti; 个 内 根 , 故 在 解 ut 中 有 p, 
十 rit! 个 参数 o 的 线性 组 合 ,代入 RAR HEG. 28;,,) 得 
Jaa G) = 0. Guis HP 十 ri 阶 和 矩阵 ) (3.42) 

由 H. O. Kreiss 及 李 欣 恺 、 朴 致 淳 " 的 结果 可 得 : 

引 理 3.5 RAR- ROR EB 6 E E B) 363 3: F 38 

Det. G) 0. (I|z| 21) 

现 讨 论 对 于 i= 2 时 两 层 套 网 格 差 分 格式 (3. 23)28 G. K. S. 稳 
定 的 代数 判别 条 件 . 这 时 (3. 23) 可 书 为 RHR +R, RAR 形 
式 . 由 5 可 知 R, +R. +R, 问题 可 分 解 为 问题 A:Re 十 Ri 初 边 值 
稳定 性 及 问题 B:R +R,,R, NR: 纯 初 值 耦合 稳定 性 两 问题 . 若 A 
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为 G.K. S. 稳定 ,B 为 纯 初 值 问题 看 合 稳定 . 则 A+ B tb 3386 G. 
K.S. 稳定 . 得: 

引 理 3.6 R,.+R,+R, WIARE G. K. S. 稳定 的 行列 

式 判别 条 件 为 
det. a 20, deth a # 0.(|z| 2 D (3.43) 

其 次 ,讨论 三 层 套 网 格 差分 格式 R +R +R: +R, 的 初 边 值 
问题 G. K. S. 稳定 的 代数 判别 条 件 . 

设 Ro 十 Ri 十 Rs UY Ri +R: (其 中 R =R, +R) E A M 
A. 应 用 Wm 的 同一 原理 ,把 i=3 时 的 RR +R +R, 分 解 为 ; 

问题 A: 差 分 格式 二 层 套 网 格 求解 R +R, +R,=R;, +R, 的 
初 边 值 磋 合 稳定 问题 

问题 B; 差 分 格式 R, +R, 求解 的 纯 初 值 炉 合 稳定 问题 , 

由 引 理 3. 6 可 知 问 题 A 的 耦合 稳定 的 判别 条 件 为 (3. 43). 而 
问题 B 的 耦合 稳定 的 代数 条 件 由 引 理 3. 5 得 DetJ:.: 池 0. (1z| 之 1) 
再 对 于 问题 R +R: +R, 的 耦合 稳定 问题 再 应 用 一 次 引 理 3. 6 即 
得 

引 理 3.7 三 层 套 网 格 差分 格式 Ro 十 Ri 十 R: 十 R, 的 耦合 
稳定 的 行列 式 判 别 条 件 为 

Det]Joi 关 0， Det), 220, Det),,; Æ 0. (1z] 2 1) 
(8.44) 
定理 3.1  n 层 套 网 格 差 分 格式 MND,R。 十 Ri 十 … 十 R, # 
问题 A:Rod-R, 十 … 十 R。,, n 一 1 层 初 边 值 套 网 格 差分 格式 
为 看 合 G.K. S. 稳定 . 

问题 B;R。 ,+R.,Re-iOR。 是 纯 初 值 问 题 烛 合 稳定 、 

则 n 层 套 网 格 差分 逼近 Ro 十 Ri 十 … 十 R。 eRe G.K. S. 
稳定 . 

iE 令 Ri=Rs 十 … 十 R。-;, 把 它 看 为 初始 算 子 Ri, 则 本 问 
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题 变 为 Ri 十 R。_1 十 R。 两 层 套 网 格 的 G.K.S. 稳定 问题 . 由 中 可 知 
它 可 分 解 为 1) 和 问题 A:Re 十 R, ,的 初 边 值 问题 的 G. K. S. 稳定 . 2) 
间 题 B:R,., +R, 的 纯 初 值 兢 合 稳定 问题 . 关于 这 样 的 两 层 问 题 ， 
应 用 5 中 定理 2.1 即 可 知 RR- +R, yA eA G. K.S. 
稳定 . 即 R,+R +R, WRA G. K. S. 稳定 ,定理 证 毕 . 

应 用 引 理 3. 6, 引 理 3. 7, 定 理 3. 1 及 数学 归纳 法 即 得 ， 

定理 3. 2 n FL #£ RJ 32 23 8 A MND 39333 48 8 6 G. 

S. 稳定 的 判别 条 件 的 代数 形式 为 
Deth u0 G= 1,2,--,n |z] > 1) (3.45) 

$3.3 多 重大 网 格 差分 逼近 MND 的 耦合 稳定 判别 条 件 的 
简便 形式 

定义 3.4 ”在 边界 条 件 (3.6) 中 ,车 C$=C; 则 称 为 平移 的 
边界 条 件 . 

定义 3.5 ”由 (3.231),(3. 30),(3.32),(3.41) 称 


R,(z.x) = SE a 2 *xi=0. (3.46) 
为 过 界 格式 的 特征 方程 
Ri(z,x) = San -- DAPz- x = 0. 


(一 1,2,…) (3.47) 
为 分 段 内 点 格式 的 特征 方程 , 
Rr Goo = 2 AP Az “Dx=0. (A= AS.) 

0=1,2,) (3. 48) 

为 分 段 内 点 格式 经 过 反射 后 的 格式 的 特征 方程 . 
定义 3.6 称 特征 方程 R Ce 7 ,i 二 1,2,…) 的 解 满足 
Von-Neumann 条 件 . 如 果 Det&,(z,x) 二 0( 或 DetR; (z,x)==0) 的 
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解 z,x 满足 关系 : 
ix|=1=>1z| < !. (3.49) 
定义 3.7 ” 称 特 征 方程 R (GR R i= 1,2,…) 关 于 柯 西 问 
题 相 容 稳定 ,如 果 Det 良 ,(z,x)-=0( 或 DetRi (z,x) 一 0) 的 解 z,x W 
足 V-N Rip jl = lz] 及 ij=:1 的 根 为 单 根 . 
定义 3.8 FEEED R R( 或 Ri=1,2,…) 的 解 为 耗 散 
的 ,如 果 它 的 解 z,x 满足 关系 
[x] == 1.x £ 1=>1z| <1. (3.50) 
M=1 情形 
此 时 h=h::=h: 一 …, 套 网 格 的 耦合 匹配 条 件 Ri 门 Ri+; (公式 
(3. 37)) 即 
o = u%5(t) (g = lrs sT) 


Uuo lt) = Dt), (p = 0l, pi — 1) Aii 
或 联 书 为 直接 转移 形式 : 
Up UD, (p= rn .01 pi 1 
i= 1.2...) (3.52) 
对 于 Re 十 R, 问题 (公式 (3. 15)) 
Riut, = Mo 和，Ro:Tu = g, (3.15) 


的 初 边 值 G.K. S. 稳定 问题 的 判别 法 已 见 叶 中 定理 3. 1 到 定理 3. 
A (参看 第 三 章 定理 1. 2 到 1.5) 即 : 

引 理 3.8 

1) 基 本 格式 R, (3. 12)( 其 特征 方程 R,(3. 47),i=1) 为 两 层 耗 
散 格 式 . 2)? 其 边界 格式 的 特征 方程 式 为 R。(z,x)=0,(3. 46) 且 
满足 条 件 

R,Gz.x)> 0. (1z| 2 1,0 < |x] <1) (3.53) 

则 外 流 微分 方程 式 (3. 1) 的 初 边 值 问题 差分 逼近 Ro, R: (3, 

12), (3. 13) 为 初 边 值 问题 GC.K.S. 稳定 . 
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3183.9 设 1) 基 本 格式 R,(3. 12)( 其 特征 方程 R, 
(3.47) ,i==1) 为 耗 散 格式 ， 2) 边 界 效 式 的 特征 方程 (3. 46 > 满足 
(3.53). 5) 满 足 关系 式 

ReaD A0 (l= (3.54) 

则 外 流 微分 方程 式 ‘3. 1: 的 初 边 值 问题 差分 逼近 Ra, R, (3. 
12),(3.13) 38 G.K. S. 稳定 . 

引 理 3.10 ， 设 1) 基 本 格式 R,(3.12)( 其 特征 方程 (3. 47) , 
i= 1) 为 耗 散 . 2)(3. 54) 成 立 . 3) 边 界 格式 R, 为 可 解 并 满足 
V-N 条 件 (3. 49). 

则 外 流 微 分 方程 式 (3. 1) 的 初 边 值 问题 差分 通 近 R, R (3. 
12) ,(3.13) 为 G.K.S. 稳定 . 

引 理 3. 11 # 1) 基 本 格式 R,(3, 12) (其 特征 方程 R, 
(3.47) ,i 二 1) 为 耗 散 或 西 格 式 ， 2) 公式 (3. 54) 成 立 . 3) 边 界 格 
式 为 可 解 耗 散 . 

则 外流 微分 方程 式 (3. 1) 的 初 边 值 问题 的 差分 逼近 R +R, 
(3. 12),(3.13) 为 G.K. S. 稳定 . 

由 上 述 各 引 理 ,可 得 下 列 判 别 二 层 套 网 格 差分 逼近 的 稳定 性 
的 简便 方法 . 

定理 3.3 设 1)R,Ri-, 是 任意 格式 (i=1,2,…) 分 别 对 于 
柯 西 问题 相 容 稳定 . ( 即 满足 V-N 条 件 , 及 1z| 王 1 的 根 为 单 根 . ) 

DEEH R R- ,的 根 满足 条 件 : 
Fi Gyf(1F-J(z)= 2, (4z|=1,i=1,2,.) (3.55) 
其 中 
[Eo = x”, NAPOROV = c 688), 
` SA 3 (3.56) 
|F. = tes, D AP ORDY = 0 的 内 根 ) 
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则 格式 R +R... G-=1,2.-.) 398 G Tm H E 8408] En 8 E. 

证 由 差分 格式 (3. 36) 的 预 解 式 (3.39) 可 知 其 解 为 (3. 40). 
代入 (3. 52)064 pui? (um — r eee pi DIER RP <. 
|xÉ*U|<1 分 别 为 (3.41) 的 m, 及 4 重 内 根 . (BD(3.56) 5620.2). 
hfr5 (yz) 分 别 为 对 于 ， 的 mi 一 1 次 及 4 一 1 KEAR MH Om, 
=p, Dharan Py.z) 的 待定 系数 共有 pi 个. 1?(v.z) 的 待定 
系数 共有 ri 个 .把 (3.40) 代 入 (3. 52) 后 得 : 


DFP FD DRPD Dh ny,z) 


(xFË*D(z))'=0. (v=- rr pi —1) (3.57) 
它 是 待定 系数 的 线性 方程 组 ,可 书 为 
Ju- (z)0o=0. (|z| 21) (3.58) 


Jus DERF xi, xU 的 范 得 蒙 行列 式 . 由 代数 可 知 DetJii… 
(z) 关 0 的 充 要 条 件 为 
xt Z (K) 21. (|z| 21) (3.59) 

若 |z|>1, 此 时 由 于 满足 V-N 条 件 . 故 有 |x 让 ?<1 ËI 
则 (3. 59) 必 成 立 .但 是 当 |z|=1 是 否 成 立 ? 由 假定 (3.55) 即 xj 和 
(xU) 故 1z| 王 1 也 成 立 , 即 (3. 59) 对 |z| 之 1 均 成 立 . 由 (3. 56) 
可 知 DetJ.,. (2220. 再 由 引 理 3. 5 可知 R +R... 988 6 im R #t39 
值 问题 稳定 的 . 定理 3. 3 证 毕 . 

注 当 ri 二 0 时 ,由 上 述 证 明 可 看 到 F,-, 为 空 集 . 故 (3， 
55 ) 及 (3. 59) 一 定 成 立 . 因此 Ri 十 R-: 一 定 是 耦合 纯 初 值 问题 稳 
定 . 换言之 , 当 r-i =0 BÍ R,,, 是 自 开始 格式 ,可 接 在 任意 稳定 格式 
之 后 . 

附带 说 明 ,对 于 (3. 55) 当 z=1 时 一 定 成 立 . 这 因为 对 于 (3. 
391),《z,x) 二 (1,1) 为 内 根 ,但 对 于 (3. 39,), (z, x) = (1,1) XA 
根 , 故 在 排除 之 列 . 即 (3. 55) 成 立 . 
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定理 3.4 设 DR;,R1(1=1.2,…) 是 任意 格式 ,分 别 对 于 
柯 西 问题 相 容 稳定 . HB 2) 满 足 (3. 55). DR JERKA. O 
条 件 (3. 54) 成 立 ， 5)R, 为 可 解 满足 V-N 条 件 . 

则 多 层 套 网 格 差分 格式 MND:Re 二 Ri, 十 R: 十 …,Ri 站 Ri(i 
=-1,2,…) 为 耦 台 而 且 是 初 边 值 问题 G. K. S. 稳定 . 

( 注 :MND 格式 见 (3.2),(3.5).(3.6),(3.7),(3.8)…) 

证 由 3，,4),5) 及 引 理 3. 10 可 知 R, +R, 为 初 边 值 问 题 
G. K.S. 稳定 .而 且 有 ]o(z) 天 0. (|z 221) 1),2) 及 定理 3. 3 可 
知 格式 Ri 十 Ri- 为 耦合 而 且 稳定 . 再 由 定理 3. 2 即 得 所 求 的 结果 . 

ERIS i DRi,Ri-,(i=1.2,…) 为 任意 格式 ,分 别 对 于 
柯 西 问题 相 容 稳 定 。 若 2 满足 条 件 (3. 55)。 DR 为 耗 散 格式 
RARR. OR 满足 (3. 54). 5)R 为 可 解 耗 散 . 

则 n 层 套 网 格格 式 MND:Ro 十 Ri 十 Rs 十 … R. IR. G=1, 
2,…) 为 耦合 而 且 为 初 边 值 问题 G.K, S. 稳定 . 

证 ”由 3),4),5) 及 引 理 3.11 可 知 R, +R, 为 初 边 值 问题 
G.K, S. 稳定 .再 由 1),2) 定 理 3. 3 及 定理 3. 2 即 得 所 要 求 结 果 ， 

由 文章 中 中 引 理 5. 1( 参 看 第 三 章 引 理 1. 11) ,可 得 ， 

引 理 3.12 ”对 于 au/ax=aou/ax 的 差分 逼近 式 (3. 2)(3. 6), 
设 其 预 解 方 程式 (3.23)R; 当 a>0 时 , 则 (z,x) 一 (1,1) 为 特征 方程 
式 DetRi=0(i=1,2.3,…) 的 外 根 , 当 a<0 时 , 则 (z,x)=-( 一 1,1) 
为 特征 方程 式 Det R.=0 的 外 根 . 

引 理 3. 13 ”关于 偏 微分 方程 式 0/2 = 3/3 的 差分 通 近 
KR, 及 Ri(i=1,2,…) 其 中 K W R HH, Ua O=, DER, 
G.D 6F.. 

证 ”由 引 理 3. 12 可 知 其 均 为 外 根 , 故 在 排除 之 列 . 

引 理 3.14 ” 设 1)R;,R,.; 为 柯 西 相 容 稳定 2)R; 或 Ri,， 
至 少 有 一 个 为 耗 散 ,不 超过 三 层 格 式 . 则 Ri 十 Ri,, 为 看 合 而 且 纯 初 
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值 问题 稳定 . 

证 1 由 引 理 3.12 可 知 (z,x)=( 一 1,1) 或 (z,x)==(1,1) 
为 外 根 . 2) 由 于 耗 散 , 故 |x|=1,x 关 1, 1z| 过 1. 故 |z| 之 1 时 ,由 
于 不 超过 三 层 . 故 没有 除 上 述 外 x=1,1z|=1 HAKR AE O) 
从 Fi-,(z)= 亿 .Clzl 一 1)， 3) 由 引 理 3.13 知 (3.55) 成 立 。 4) 由 
定理 3. 3 可 知 R, 十 Ri 为 看 合 及 纯 初 值 问题 稳定 . 

引 理 3. 15 若 1DRi,Ri-1(i==1,2,…) 为 柯 西 相 容 稳定 ,( 见 
定义 3.7) 至 少 有 一 不 超过 三 层 . 2)i 为 奇数 时 R; 为 耗 散 格式 或 
i 为 偶数 时 ,R; 为 耗 散 格式 . 则 R +R. ,Ri 站 RiGi=1,2,…) 为 看 
合 纯 初 值 问题 稳定 . 

定理 3.6 ” 若 1)Ri,R+ 分 别 为 柯 西 问题 相 容 稳定 ,( 见 定 
义 3.7) 至 少 有 -- 不 超过 三 层 . 2)R,(i 为 奇数 ) 为 耗 散 格 式 ， 3) 
《3. 53): 良 (zyx) 关 0, (zl >1,0<|x|< DRZ. 4)G3.54)R,G, 
1)==0,(|z|==1,z 头 1) 成立. 

则 外 流 微分 方程 式 (3. 1) 的 多 层 套 网 格 差分 逼近 MND:R,.+ 
R 十 R: 十 … 十 ,R, 站 Ri 一 1,2,…) 为 耦合 而 且 初 边 值 问题 G. 
K.S. 稳定 . 

证 1 由 引 理 3. 9 可知 Ro 十 R, 为 看 合 而 且 为 初 边 值 问 题 
G. K. S. 稳定 ， 2) 由 引 理 3. 14, 引 理 3.15, 可 知 R+R aye 
纯 初 值 问 题 稳 定 . 3) 再 由 引 理 3. 4, 引 理 3.5 及 定理 3. 2 即 得 所 
ERAR. 

定理 3.7 若 1)R,(i==1,2,…) 为 柯 西 问题 相 容 稳定 ,( 见 
定义 3.7) 相 联接 格式 中 至 少 有 一 不 超过 三 层 . DRG XAYO 
为 耗 散 格式 . 3)(3. 54) 成 立 ， DR, 为 可 解 耗 散 格式 . 

则 多 层 套 网 格 差分 逼近 MND:R +R, +R He RNR aG 
=1,2,… ) 为 耦合 初 值 问题 G.K. S. 稳定 . 

证 1) 由 引 理 3.11 PJ SI Re 十 R, 为 看 合 初 边 值 问题 G.K. 

一 149 -一 


S. E. 2) 由 引 理 3. 14 可 知 (3. SDR ARAR ,为 耦合 纯 
初 值 问题 您 定 . 3) 由 定理 3.2 可 得 所 要 求 的 结果 . 

定理 3.8 若 1)R,Gi=1,2,3,…) 为 柯 西 问题 相 容 稳定 . 
( 见 定义 3.7) 相 邻 格 式 中 至 少 有 一 不 超过 三 层 . DR 为 耗 散 ， 
3)R,(i 为 偶数 > 为 耗 散 . 4)(3. 54) 成 立 ， 5)R。 可 解 满足 V-N 
条 件 . 则 外 流 微分 方程 式 (3. 1) 的 多 层 套 网 格 差分 逼近 MND:R 
十 Ri 十 Ri 十 …,RimR-:Ci=1,2,…) 为 耦合 初 边 值 问题 G.K. S. 
稳定 . 

证 1 由 引 理 3. 10 可 知 R.—R, 为 初 边 值 问 题 G.K. S. 稳 
定 . 2) 由 引 理 3.14 得 (3.55) 成 立 , R, 十 Ri-, 为 确 合 纯 初 值 问题 
BE 3) 由 引 理 3. 4, 引 理 3.5, 定 理 3. 2 可 得 所 要 求 的 结果 . 

M>1 的 情形 

引 理 3.16 ”车 1 差分 格式 R,,Ri-, 分 别 对 于 柯 西 问题 相 容 
稳定 , ( 见 定义 3.7) 2) 设 m=1,Mi -一 hyh,>1. (由 密 到 稀 网 
E DR 

EDNA Fi aG) = @, (|z] = 1) (3.60) 
其 中 
Po = (ROMO € SIDA G) G9 = 0 的 内 根 )， 


F. aG) = xe" € D AP aY = 0 fJ NB), 


(3.61) 
则 差分 格式 Ri 十 R,… 为 艳 合 而 且 纯 初 值 问题 稳定 . 
证 由 于 pil 由 特征 方程 式 (3. 41) 
Det( 52 (A — DAS z yx) = 0. 


— 150 -— 


及 引 理 3. 3 可 知 R, 的 特征 方程 式 只 有 一 个 内 根 xP ,由 此 R. + 
Ri 的 通 解 可 书 为 形式 


ra AA fax? y 1 
uti s = a 
[uš ni ' > heP (y,z) (xf 
B iK 
(3.62) 
这 时 联接 条 件 (3.52) 可 书 为 形式 
Ug a uS, 0,1.% ra) (8.63) 
得 到 齐 次 方程 (3.57) 
d, 
ax P- DhE PC vzdat (3.64) 
951 


(v = 0,1., rn) 
因此 待定 未 知 数 a,… 等 的 系数 构成 了 


XOM, xim vm 
的 范 得 蒙 行列 式 , H R 5 
xF Æ (xPP), (= ledi) (3.65) 


时 条 件 Det]... i ODA SDRT. 由 于 x xP” 为 内 根 , 故 当 
[x |<1,|x" U <1 时,(3.65) 成 立 . 但 KR ,Ri 满足 柯 西 条 件 ， 
4jxP |=, xi =S 1z|:<1. E |z|>1 8, 3 x |< 
1, [x P <1. BREG. 65) 成 立 . 故 当 假 定 (3. 60)F M) NF 
(z) 二 多 ,(|z|=1) 成 立时 ,一 定 有 DetJi,-:(z) 天 0. (|z| 之 1) 故 由 
引 理 3. 5 可 得 Ri 十 R- ,为 耦合 而 且 为 纯 初 值 问题 稳定 . 引 理 3. 16 
证 毕 . 

这 说 明了 M... i= hi, /h.>1, B H 8 82 3 36 4 86 60 88 6 
稳定 所 需 的 条 件 . 对 于 由 稀 变 为 密 情况 , 则 有 如 下 的 引 理 : 

引 理 3. 17 E 1) 差 分 格式 R,,R i 十 1 分 别 对 于 柯 西 问题 相 
容 稳定 ， 2) 设 r. = 1 GÈ ri a =0)M.. =hyh 1. (由 稀 变 
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密 ). 3) 若 条 件 
F. '@) Y Fa = Adz = D (3.66) 
满足 ,其 中 


F,G) = 3: DA OGP = 0 的 内 根 }， 


Pi a 
Fia) = xt, > AirD(zy(xnrD7:-= 0 的 内 根 }. 
968) 


(3.67) 
则 差分 格式 Ri 二 Ri, 为 蜀 合 而 且 纯 初 值 问题 柯 西 稳定 . 
证 由 于 ro =1, 故 特征 方程 式 (3. 41;) 
Det( $: (AGvD6(z)-- SDAqtr z r xt niy = 0 
R#— ANRl x 1 由 此 开 ,R, ,的 通 解 可 书 为 形式 


) Ë > 人 


z= < El | 


Ju w 


(3. 68) 


fi 
š ) = H h 
Jue» lax“ ny J 


当 由 稀 变 密 时 ,Mi 二 hi/h;;, 之 1.(3. 8) 式 用 在 原点 的 右 方 ( 即 密 
的 一 方 ), 格 式 变 为 
un t+ k) = ut (t + k). 
(n = 1,2,-.pi) (3. 69) 
因为 usz2 在 稀 网 格 中 没有 相应 的 网 阁 点 , 故 必 须 用 播 值 法 求 出 
故 (3.8) 式 成 为 下 列 形 式 : 


ui (e + k) = Š DDPS (t — ak) 


. ul 
Æ 25 Papua — 3k). (p = 0,1,: sfa — 1) 


s=) j= 


(8.70) 
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若 n+ 一 1, 则 上 式 只 有 一 个 方程 式 , 即 


ugt t + k) = ug (t + k). (3.71) 
合并 (3. 69),(3. “1) 联 接 条 件 变 为 直接 转移 形式 ，: 
ag =u, (p= 0,1,°.,p,) (3.72) 


再 把 反射 变换 (3. 30) 0) =u e R us. =u ft A (3.72) 
得 

ui = ur. (g = 0,1,",p) (3.73) 
因为 这 时 由 稀 变 密 的 原故 , 把 (3. 68) 代 入 后 得 


kj 
DR Cz) (x) -i _. a(x9*D yM = 0. 


(一 0,1 ,pi (3.74) 
它 的 待定 未 知 数 x,… 等 的 系数 是 关于 (x ?x ,… ,x 名 的 范 得 
BITIR. E 
(GPT 天 (x9*DM), (3. 75) 
即 (3,66) Fa DNF o D= A del = DRL, WA Det)... (2) 
#022). HF X, ARR AO l, x] 
时 , (3. 75) 成 立 . 由 于 Ri,Ri,, 满 足 柯 西 条 件 , 即 当 |x"|=1, 或 | 
x$D|=1BF=>1:;|<1.kk:4]z|>1 BF, P # |x? KI, it. 
即 (3. 75) 成 立 . 因 此 当 1z1=1 时 ,如 果 (3. 66) 成 立 . 这 时 必 有 
DetJiisi (20 (2 > DRX. 由 引 理 3.5 可 知 RAR a ARA 
初 值 问题 稳定 . 

注 ”由 上 式 证 明 中 可 看 到 , 若 nr- 一 0, 则 Fi+, 为 空 集 . 故 (3. 
66) 及 (3. 75) 一 定 成 立 . 则 Ri,Ri+: 必 为 耦合 柯 西 稳定 . 因此 时 R... 
为 自 开 始 格式 ,可 接 在 任意 稳定 格式 之 后 . 

由 上 所 述 两 引 理 ,可 得 对 于 n 层 套 网 格格 式 当 Mi = h/h 
>1. (由 稀 变 密 ) 或 M .==h;,,/h;>>1( 由 密 变 稀 ) 相 互 枸 合格 式 的 
纯 初 值 问 题 的 判别 法 可 转变 为 初 边 值 问题 G. K. S. 稳定 的 判别 
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法 . 
定理 3.9 ， 设 1) 差 分 格式 p:=1 或 nr+: 一 1. (或 rw 一 0) 

2)RiGi=1,2,…) 分 别 对 于 柯 西 问题 相 容 稳定 . 3) 设 Ri 格式 的 
网 格 比 M a= h/h al, HEE f6 , Mii =hi/h,..,a2>1, H E 
密 . (i=2,4,6,…) 若 4) 

(F. MG NAR = Ø. (lz| = 1) (8.60) 

(F>) NFE) =g, (|z| = 1) (3.66) 
成 立 。 5) 边 界 格 式 R。 为 可 解 耗 散 ， 6)R,CG,1)20(|z|=: 1, 
1,(3. 54) 成 立 ) DR, 为 耗 散 或 西 格 式 . 

则 外 流 微分 方程 式 (3. 1) 的 多 层 套 网 格 差 分 通 近 MND:R, 十 
Rj 十 Rs 十 …,R, 个 R,.,(i==1,2,…) 为 看 合 初 边 值 问 题 G. K. S. 稳 
定 . 

证 1) 由 引 理 3. 16,3. 17 可 知 套 网 格 差分 格式 Ri-, 十 Ri， 
Ri 十 Ri-;(Gi=2.4,6,…) 为 耦合 纯 初 值 问题 稳定 , 即 Det) (z) 
0.(i 一 1,2,3,，…), (z>. 2) 由 引 理 3. 31 可 知 Ro +R, AA 
合 初 边 值 G. K.S. 稳定 . 即 Det..,(z2)>60(|z|Z21) 3) 由 引 理 3. 
4, 引 理 3. 5, 定 理 3. 2 可 得 所 求 的 结果 . 

定理 3.10 设 1)p;=] 或 ri,=1. GR ra =0) 2) 差 分 格 
A Ri(i=1,2,3.…) 对 于 柯 西向 题 相 容 稳定 。 DR 为 耗 散 格式 ， 
Mia = hh. > l, Miun = hi/h >l. (Ci 一 2,4,6,…) 4)(3. 
60),(3. 66) 成 这 . 5) 达 界 格式 R. 为 可 解 满足 V-N 条 件 . 6) 
(3. 54) 成 立 . 

则 外 流 微分 方程 式 (3. 1) 的 多 层 套 网 格 差 分 格式 MND:R.+ 
Ri 十 Rs 十 … RNR- (i 二 1,2,…) 为 看 合 初 边 值 问题 G. K.S. 稳 
E. 

证 QREN 3. 9 只 有 3),5) 条 件 不 同 , 除 了 应 用 引 理 3. 
10 代替 引 理 3. 11 外 ,其 它 证 明 完 全 相同 . 证 毕 . 
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定理 3. 11 设 Ira = 1( 或 rn- =0) 或 pi=1， 2) 差 分 格 
式 Ri(i==1,2,3,…) 对 于 柯 西 问题 相 容 稳定 3) R, 为 两 层 耗 散 
格式 Mi 一 hi/h 221. Mue =hí/h..2>1.G=2,4.6,1:) 

4)(3. 60),(3.66) 成 立 ， 5)R,(z,x)=0.(|z|221,0<|x|<1 HD 
(3. 53) 成 立 ) 

则 外 流 微分 方程 式 (3. 1) 的 多 层 套 网 格 差分 和 逼近 MND :Ro 十 
RER: +; RNR (i 二 1,2,…) 为 耦合 初 边 值 问题 G. K. S. 稳 
定 . 

证 ”这 同 定理 3.9,3.10 只 有 3),5),6) 不 同 ,除了 应 用 引 
理 3.8 代替 引 理 3. 10 外 ,其 它 相同 ,证 毕 . 

定理 3.12 R Dp =1.s ra a= 1GE ri =0). 2) 差 分 格 
式 Ri(i=1,2,3,…) 为 柯 西 相 容 稳定 . 3)R, 为 多 层 耗 散 格式 ， 
Mi-a =hi/hi > 1 Msn=h /hin>1. (一 2,4.6,…) 4)(3. 
60), (3.60 RÆ. 5)Ro(z,x) 满 足 (3. 53)， OR (z,x)38 RL (3. 
54). 

则 外 流 微分 方程 (3. 1) 的 多 层 套 网 格 差分 格式 MND:R +R, 
十 R; 十 …RimR-(Gi=1l,2,…) 为 揭 合 初 边 值 问题 G.K. S. 稳定 . 

证 同 定 理 3. 9,3.10 相 比 ,除了 3),5) 不 同 及 应 用 引 理 3. 
9 代替 引 理 3. 11 外 ,其 余 证 明 相同 . 

引 理 3.18 Q 1)R,,R.-,(i=1,2,…) 为 柯 西 相 容 稳定 . (W, 
定义 3.7) 2)p,=1 sÉ ra= 18 ri = 0)Mi,. = hish >10 
密 到 稀 ) 或 Mi= h/h >1. (由 稀 到 密 ) DR 或 Ri 至 少 有 
一 个 为 耗 散 ,至 少 有 一 个 不 超过 三 层 . 

则 Ri 十 Ri- ,为 耦合 而 且 为 纯 初 值 问题 稳定 ， 

证 DAFP#R K |x|=1,x=1=|z|<1.# |z |21 时 没 
有 |x|=1 的 根 . 故 得 
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F. G) IF) =Ø, (|z! = 1z 天 土 1) 
F, Me) (FMC = @, (s| = r 

2) 由 引 理 3.12, 可 知 (z,x) 二 (1.1) 对 于 下 ;为 外 根 ,不 属于 
F. 的 集合 中 .而 iz,x}=(1,1) 对 于 下 ,为 外 根 ,也 不 属于 F; 中 . 故 只 
讨论 x=1 的 情形 . 由 于 格式 不 超过 三 层 , 故 除了 (z,x) 一 ( 士 1,1) 
的 解 外 ,没有 |z|=1 的 根 . 故 (3. 60) 或 (3. 66) 均 成 立 . 再 由 引 理 3. 
16 或 引 理 3.17 可 知 不 论 是 由 密 到 稀 或 由 稀 到 密 , 差 分 格式 Ri 十 
Ri 为 看 合 纯 初 值 稳定 的 . 证 毕 . 

$ ” 引 理 3.18 对 于 M=1 也 成 立 , 这 只 要 参看 "的 推论 
4.1 即 得 . 

定理 3. 13 设 Up= 1 或 rc 一 1. (R ria =0) 2)R(i= 
1,2,3,…) 为 柯 西 问题 相 容 稳定 .3)R, 为 耗 散 格式 ,Mi 一 hi/ 
h >1,M.=hiy/h->1.(G=2,4.6,…， 即 稀 密 相间 ,) ORG 
天 1 的 奇数 ,或 i 为 偶数 ) 为 耗 散 格式 , 相 邻 格式 至 少 有 一 不 超过 三 
层 . 5) 边 界 格式 R. 为 可 解 耗 散 ， 6)(3. 54) 成 立 . 

则 外 流 微分 方程 (1 的 多 层 套 网 格 差分 逼近 MND:R,+R,+ 
R: 十 R, 十 …,RimR- (Ci=1,2,…) 为 斐 合 初 边 值 问题 G.K. S. 稳 
定 . 

证 HEAS. 比较 ,除了 4) 不 同 外 ,其 它 均 相 同 . 故 由 引 
理 3.18, 可 知 (3. 60) , (3.66) 也 成 立 ,证 毕 . 

定理 3.14 WP Dp = Ern = 1. GE ra a=0) 2)R G= 
1,2,3,…) 对 于 柯 西 问题 相 容 稳定 . DR JERKER, Mi= 
hi/hi 人 >1,M =h./h.,2>1. 4)R(i 为 奇数 但 不 等 于 1, 或 i 为 
偶数 ) 为 耗 散 格式 . DR 为 可 解 ,但 满足 V-N £f. 6)(3. 54) 
成 立 . 

则 外 流 微 分 方程 式 (3. 1) 的 多 层 套 网 格 差 分 逼近 MND:R,+ 
R, 十 Ri 十 …,RifR-(i=1,2,…) 为 耦合 初 边 值 问题 G.K. S. 稳 
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定 . 

证 AEH. 10 比较, 除了 4) 不同 外 ,其 它 均 相同 ,再 由 
引 理 3.18 可 知 (3. 607,3. 66) 成 立 . 证 毕 . 

定理 3. 15 设 Dp=1 或 f=1. (或 fi. 二 0) 2)R,G= 
1,2,3,…) 对 于 柯 西 问题 相 容 稳定 . M 一 hijh 2 1,Mi.. =h,/ 
hi >1. (==2,4,6,…) 3)R, 为 两 层 耗 散 格 式 ， 4 R G 为 奇数 
不 等 于 1 或 i 为 偶数 ) 为 耗 散 格式 ， 5)(3.53) 成 立 . 

则 外 流 微 分 方程 式 (3. 1) 的 多 层 套 网 格 差 分 逼近 MND:R。 十 
R, 十 R: 十 …,Ri 站 Ri(i=1,2,…) 为 耦合 初 边 值 问题 G.K.S. 稳 
定 . 

证 同 定 理 3.11 比较 , 除 4) 外 完全 相同 , 故 由 引 理 3. 18 
可 知 (3.60),(3. 66) 成 立 ,证 毕 . 

定理 3.16 设 1)p=1 或 r.,=1. (或 r-,=0) 2) 差 分 格 
式 Ri(i=1,2,3,…) 为 柯 西 相 容 稳定 ,Mi 一 hi/h ->>1,M 一 
hi/h-,>1.(i=2,4,6,…) 3)R, 为 多 层 耗 获 格式 4)Ri(i 天 1 的 
奇数 或 i 为 偶数 ) 为 耗 散 格 式 . 5)R。 满足 (3. 53)， 6R, 满足 
(3.54). 

则 外 流 微 分 方程 (3. 1) 的 多 层 套 网 格 差分 逼近 MND:R.-+R, 
十 Rz 十 …Ri 站 Ri=1,2,，) 为 耦 台 初 边 值 问题 G. K.S. 稳定 . 

证 同 定 理 3.12 比较 ,除了 4) 不 同 外 ,其 它 均 相 同 , 由 引 
理 3.18 可 知 (3. 60),(3. 66) 满 足 , 证 毕 . 


8$4 双 曲 型 方程 多 重 套 网 格 差分 方法 
的 联接 技巧 及 算 例 


84.1 引 言 ”本 节 给 出 了 双 曲 型 偏 微 分 方程 式 多 重 套 网 格 


差分 方法 的 苦于 算 例 ,并 对 了: 网 格 比 M 非 整 数 及 pi>l,rnv>1 
时 ,提出 一 个 稳定 的 联接 技巧 及 其 算 例 . 

关于 双 曲 型 偏 微分 方程 式 

al/3 = MM u(x,0) = f(x). (0 < x < co,t > 0) 

(4.1) 

在 x 轴 的 不 同 区 域 中 应 用 不 同 网 格 及 不 同 差分 格式 的 相 碍 合 稳定 
问题 . 首先 由 M. Ciment 在 1971,19720220 在 原点 两 侧 应 用 相同 
网 格 不 同 格式 或 相同 格式 不 同 网 格 得 到 纯 初 值 柯 西 问题 稳定 性 的 
判别 方法 . 其 次 在 1978—1987 由 H. O. Kreiss, E. Tadmor!“ 0o48 
出 了 初 边 值 问题 G. K. S. 稳定 的 一 系列 简便 的 稳定 性 判别 方法 . 
1989 李 欣 忆 、 杆 致 淳 '" 提出 关于 两 区 间 中 应 用 不 同 格式 及 不 同 网 
格 的 套 网 格 的 袖 边 值 问题 ,并 得 到 一 些 简便 的 稳定 性 判别 方法 . 最 
后 1991 陈 传 痰 于 52770500 推广 此 种 思想 到 多 重 套 网 格 双 曲 型 差 
分 副 近 初 边 值 问题 稳定 性 的 简便 判别 方法 . 即 把 x 轴 分 割 为 若干 
区 间 ( 多 于 2 个 ;并 在 不 同 区 间 中 应 用 不 同 格式 及 不 同 网 格 形式 ， 
而 讨论 其 相互 契合 及 G. K. S. 稳定 的 简便 判别 方法 ， 

但 上 述 各 文 的 讨论 均 限 制 格 式 满足 下 列 两 个 条 件 ， 

1) 两 个 相 邻 两 区 间 的 网 格 比 M = hy/h,,>1 由 稀 变 密 , 或 
M=h,.. i /h>1B 87 8. J H M 为 整数 . 

2) 相 邻 两 个 区 间 的 双边 差分 格式 中 ,必须 满足 p= l, ria 
三 1, 其 中 pi,r 为 第 i 区间 (i 一 1,i 中 所 用 的 基本 格式 R 中 横向 点 
数 . 


RQ = D QPU Q. = DAPE, — (4.2) 
F Ha B 8 E 2 £ E 4 522358 E Ë W A BEME 
别 法 是 非常 困难 而 又 复杂 的 . 在 理论 上 尚未 建立 . 在 这 种 情况 下 ， 
R 或 R ,的 特征 方程 式 均 有 多 个 内 根 ,|xe |<1. x< A 
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此 要 确定 
[we |" tep a [x] A Kt 

的 条 件 是 很 复杂 的 . 而 且 当 M 非 整数 时 ,应 用 插值 法 的 联接 关系 ， 
W Jsvac==0 更 具有 复杂 的 形式 ,寻求 DetJ.iw1 关 0 的 条 件 更 为 困 
ET. 因为 它 涉 到 高 阶 代数 方程 式 求解 时 是 否 存在 模 小 于 等 于 1 
的 内 根 的 全 面 讨论 . 特别 对 于 M>>1 时 ,要 确定 两 个 代数 方程 式 是 
否 有 模 等 于 1 的 根 而 又 不 相等 的 内 根 的 条 件 以 及 DetJi+: 尖 0 的 
条 件 是 非常 困难 的 . 

本 节 应 用 联接 技巧 来 避 开 此 困难 . 因为 对 Ri 及 Ri-: 当 M2>1 
而 又 非 整 数 ,pi>>1 及 rr>1 时 ,在 区 间 [i--1, 训 的 最 后 pi 点 的 
ut! 不 能 用 R, 格式 计算 . 因为 它 的 网 格 点 扩展 到 区 间 外 ,而 由 于 
M>1 非 整 数 ,扩展 后 找 不 到 它 的 对 应 网 格 点 . 同 理 在 [i,i 十 1] 的 
开始 -点 的 ue 也 不 能 用 Ri 格式 计算 .因此 对 这 些 pi 十 ri 一 
1 点 用 Lax-Wendroff 格式 Q... i. 那么 可 以 证 明 :Ri 十 Qi 十 
Ri..! 是 看 合 而 且 纯 初 值 问题 柯 西 稳定 的 . 这 称 为 联接 技巧 . 

$4.2 M>>!1,M 为 整数 ,而 且 p= R r i= 103 r. =0) 
B)J09185 8 rfo T Z|s =E 

在 这 种 情形 下 ,主要 根据 下 列 引 理 及 定理 来 判别 多 重 套 网 格 
初 边 值 问题 差分 格式 的 稳定 性 . 这 里 常用 到 的 是 前 节 引 理 3. 5( 参 
看 P. 389 的 问题 B) 及 前 节 引 理 3. 18 或 定理 3. 13 等 等 . 

$4.3 M>1,M 为 整数 ,p; 二 1 R r= 情形 下 的 若干 计算 
实例 

对 于 标准 方程 式 (4. 1) 给 出 若干 计算 实例 . 为 叙述 方便 起 见 ， 
把 [0,co) 分 为 7 个 区 间 ,[0,1],[1,2],…,[5,6],[6,co), 在 区 间 
[Ci 一 1, 订 中 基本 格式 为 Ri(4. 2). 网 格 比 为 X= n /N. N 为 时 间 层 


数 . 空间 步 长 为 hh 一 1/m. 时 间 步 长 为 k= 1/n. m= 27n; 8 7 Zl 
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的 格式 与 第 6 区 间 相 同 . 步 长 也 与 第 6 区 间 相 同 . 设 第 6 区 间 格 式 
R, 的 双边 横向 宽度 为 p。 ,rs， 则 -一 般 在 第 7 区 间 内 的 步 数 将 计算 到 
mtp (N-n) AE. 这 样 ,在 第 N 时 间 层 时 ,刚好 计算 到 第 6 区 间 
的 末端 为 止 . 
RAR -1 所 用 的 格式 . 并 依据 pi=1 BK r+ =1 及 M... a =h,,.,/ 
hi 之 1( 由 密 到 稀 ) 或 Mr 一 hh 人 1( 由 稀 到 密 ) 分 为 下 列 二 种 
情形 讨论 : 
Dp=1,re >l, Mi= h/h, >1 为 整数 ,由 于 pi=1, 故 在 
《mi 一 1 mtra DPH HRR Ri, 但 步 长 不 同 . 这 时 由 密 到 
稀 . 
在 m; 一 1 点 用 hx 的 格式 Ri. 
E membram l AH he An WRA R. (4.3) 
在 mtra ARH honn HRR Roi 
@r..i=1,p2>1.M,,- i= h/h >11 由 稀 变 密 . 
[在 mi 一 pi 点 用 hy 的 格式 Ri. 
4 在 m 一 pi 十 1,…,m, 点 用 hi 的 格式 Ri (4.4) 
Um +1 PUS H] b. ak BJ 838 Rin. 
上 述 格式 的 使 用 原则 是 : 
1) 若 1. ,二 1, 则 在 联接 关系 中 应 用 格式 Rie 
DË p,=:1, 则 在 联接 关系 中 应 用 格式 Ri. 
3) 在 交界 上 m 均 用 宽 步 长 的 格式 . 
4) 在 R. 或 Ri 中 若 有 -为 耗 散 , 即 可 保证 提 合 格式 的 稳定 
性 . 
算 例 ( 一 ) 
1) 格 式 
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RR :vi 一 个 十 NGCv — v). G= 0,1l,* ni —1) 
Rav svt (via). Gentle m1) 
Rivit v2 
Qs mol (4.5) 
R =R, J=m+i,m,—1): R=R,, 
(=m,+1, .ms—1) 


R,=R,. (j=m,+1], mt (Non) .m= Dyn) 


2) 格 式 稳定 性 的 分 析 . 

RoR 为 耗 散 的 ,应 用 付 代 分 每 法 令 p= z 代入 Ri AR 
(z x)=z--1--Aex- 1). 4 x==e%°(|x|=1)8F,|zË=|-4(0-—21 
sin? (0/2) , 1 4 X<1 时 为 耗 散 . 良 ,(z.1)==z 一 1 关 0. (|z | =1,z> 
1). R; 为 西 格 式 , 其 特征 方程 式 为 z? -一 2Xizsin9 一 1 二 0.z 二 iAsin9 土 
(1 一 Xsin?0)', 当 和 <1 时 ,|z{=1, 即 为 西 格 式 . R, 为 周知 的 L-W 
耗 散 格式 . OACI). 当 采 用 (Ni.n,…vns) 一 (40,20,10,20,10， 
20,10) 3) 的 联接 关系 后 ,定理 3. 13 条 件 全 部 满足 . 故 对 于 双 曲 
型 A= ua 的 外 流 多 野 套 网 格 差分 格式 (4. 5) 为 耦合 稳定 . 

DRAR KRR. 当选 取 上 述 N,n; 时 , (4. 3),(4.4) 均 可 
选用 .例如 对 于 Rj 站 Rs, 这 时 二 pi ,二 1 RA. 3),(4.4) 均 可 用 . 
即 
ve = v, + à; OR n- va ), 或 ve = va 1 +à; a Van 一 va, sii 
这 里 特别 说 明 ,如 应 用 格式 Ri, 必 须 用 va ftv- 因为 步 长 为 
hi, 及 保持 格式 对 称 的 原故 . 其 它 同 理 类 推 ,不详 述 ， 

4) 数 据 及 结果 : 


i=1 
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N| n, n n, n ns n,| U(x,t) |[e=max!U(x;,t,)—w] 


4020 10 20 10 20 10 |sin(x+t) 9.8278- 107? 
80| 40 25 40 20 40 20 |sin(x-Ft) 5. 6018 - 10 
160 80 40 8) 40 80 40jsin(x+t) 2. 9646 » 107? 


由 此 可 看 出 误差 为 O(h), 即 R 的 精度 阶 数 . 

算 例 (二 )》 

1) 格 式 
Rv =v tA (vivi), 
Rovt =v tà (vi, — vt 1) /2+A (v1 — 2v + v-)/2. 

(4.6) 

Ravit =v (via ve). 
R,=R,,R,=R,,R,=R,,R,=R,. 
这 同 算 例 ( 一 ) 只 是 次 序 不 同 ,但 由 定理 3. 13, 可 知 稳定 条 件 也 全 
部 满足 , 故 可 以 更 改 次 序 . 详细 分 析 从 赂 . 

2) 数 据 及 计算 结果 
Nin, n n n ns Uaw |e=max|U(x;,t.)— 中 | 
40| 20 10 20 10 20 10 sin(x+ÚÜ| 1.587510 
8040 20 40 20 40 20 sin(x+t)| 3.9926 .10… 
160| 80 40 80 40 80 40 sin(x 十 t) 9. 8142。10 ° 
由 此 可 知 误差 为 O(h:). A R R: 均 为 二 阶 精度 . R。 虽 是 一 阶 精 
度 .根据 B. Gustafsson!!" 可 知 它 不 影响 整体 精度 阶 数 . 

算 例 (三 

1) 格 式 
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Rovt =[0 A vi 2v] AHA, 
Rivit =v tà, (vha vi )/2 +A} lva 2v v /)/2. 
Ravit =v A via vi 1). D 
IR,=R,,R,=R,,R.=R,,R,=R,. 

2) 格 式 的 稳定 性 分 析 

R 是 可 解 几 乎 耗 散 的 ,其 特征 方程 为 Ri(z,x) 一 2(1 十 N) 一 
2NXzx 一 (1 一 和 )=0. 4 x=e"f}, z= (A e” +A)/ (1+), A? =le?" 
十 (1 一 时 ). BE At=1— 4A Ad A sin? (0/2)8& |A | <1,0=0. ik 
得 |z1<1, 即 |x|= 1,x 天 土 1= 1z|<<1 为 几乎 耗 散 . 其 它 的 稳定 分 
析 同 例 (一 ). 现 从 略 . 

3) 数 据 及 计算 结果 
Nin, n, n, M ns ne | Ut [e=maxl0 ot) 
40|20 10 20 10 20 10 hinc tto 1. 5875 * 10 
80|40 20 40 20 40 20jsin(x;+t)| 3.961410% 
160/80 40 80 40 80 40 |sin(x-+-t)| 9.8142- 1075 
由 此 可 见 误 差 为 QCh’). 

算 例 (四 ) 

1) 格 式 


Rovot =v +À (v? — vi). 


Rev =v 1+A Cava. G= n —1) 

Revit =v A Ca va) vi v 6V! 

J 一 4v 十 va)/64 G=n +2, sm, — 2) TES 

Rs:vi =v HA, Cvi 一 中 /2 十 NGCv 2v Hva )/2. 
G=m; +1, m; —1) 

Ravit =v AA Cav). G=m, +1, m, — 1) 

R,=R,,R,=R.. 
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2) RRI EE TE p Br 

R, 为 耗 散 格式 ,Ri,,R, 为 西 格 式 . R 当 X, s< Z 3 /2 时 为 耗 
散 . 这 是 因为 用 v= zeA R] R, $ z: —2iX, (sin0)z— (1 — (sint 
(0/2))/4)=0,%í9 z 一 iDzsin6 士 (1 (sin* (6/2))/4 一 Xisin20)272. 
RO S1 O/R, |z 2=1— (sin'(0/2))/4 BD AFER. BP |x | = 
1,x#1>|z|<1. R; 为 L-W 格式 .因此 当 采 用 3) 的 联接 关系 后 ， 
定理 3.13 条 件 满足 , 故 多 重 套 网 格 差分 逼近 (4. DAME RE. 

3)R; 门 Ri ,联接 条 件 . 例如 RNR: JER pi=- 1,r: 一 2, 由 密 到 
W. (n, 二 20,ns=:10) 由 公式 (4.3) 得 


二 (wa 


ss 


0 She 
WCG 


关于 第 一 式 必 须 用 vi AÈ vi -由 于 hi 的 不 同 ,只 有 如 此 , 才 会 
对 称 ,也 就 是 应 用 了 直接 转移 的 联接 关系 . 上 式 也 可 以 用 下 列 式 子 
RE: 
E = I+ 9， 
R, A RAVIS = vih + (VD, Vi) 
— (vaa C Va -z + 6vi 2, — Ava, | + va) /64. 
也 具有 应 用 直接 转移 关系 的 效果 . 其 它 的 联接 关系 也 同 理 类 推 ,不 
详 述 . 
4) 数 据 及 计算 结 


Nn n: n n, ns n, | U(x,t) |e=max]|U(xjsta)— v] 
A WO yaya e — L. =: 
40; 20 10 20 19 20 10 | EER 5. 5920 * 10~* 


160 80 40 80 40 80 40| e=: 


| 
80| 40 20 40 20 40 20| e>' | 1.4299. 10 
| 3.6910 * 10% 


由 此 可 见 误差 为 DO(h”). 

RAE) 

DER 
Rovt! = vs +A, (v? -- va). 
Rvp =v tA, (vi. va) /2 HA} va 一 2v 十 v )/2. 
Rav? 
R:=R, R =R; R: =R, R =R, 

2) 格 式 的 稳定 性 分 析 

R, 为 可 解 耗 散 格 式 . (3, 54) 成 立 . R, 为 L-W ERRER. A< 
HRE. R: 当 X<2/3 时 为 耗 散 . 这 用 vj 一 zre* 代 入 R, 得 特征 方 
程式 为 z=1 一 A,. (e ”一 9 十 8e”)/6 Wi} |z|:=1—xX,(1-—cos0) (à 
(16cos'9 十 7cos6 一 41) 十 6(cos0 十 5))/9. 故 当 和 <6(cos98 十 5)/(41 
一 16cos”9 一 7cos9) 为 耗 散 . 但 由 函数 6(x 十 5)/(41 一 16x? 一 7x) 当 
一 1<x<1 时 在 x= 一 1/2 的 极 小 为 2/3. 故 得 A 过 2/3 Bt R: HHE 
散 . 因此 当 采 用 3) 中 适当 联接 关系 后 ,定理 3. 13 的 条 件 全 部 满 


足 , 故 多 重 套 网 格 差分 格式 > RiC4. 9) 为 相合 稳定 . 


3)Ri 站 Ri-: 的 联接 条 件 :由 (4.3) 或 (4.4)? 即 得 . 
4) 数 据 及 计算 结果 


Nim mnm n n ns n | UD [e= max Ut) vi] 


(4.9) 


H =v Cvi — 9v + 8v )/6. 


40|20 10 20 10 20 10 sin(x+ 0! 2.8792。10 
80|40 20 40 20 40 20 |sin(x+t) 1. 5777 ° 10? 


sin(x+t)| 8, 2945° 10 ° 
由 引 可 知 误差 为 O(h), 即 R, 的 误差 阶 数 . 


160| 80 40 80 40 80 40 


a. U L ts 


RAK) 
1) 格 式 
(Rov = vi +A cvi va). 
Riev =v A vh — vt )/2+XM(vi- m 2v vi- )/2. 
G=1,e-,n 1) 
(Ravi 一 四 十 MaCv 一 9v 十 8v /6 G=n +2, sm1) 
Rav =v +A Ga — =mt+1l," ,mm1) 
(R,=R,,R,=R,,R,=R,. 
(4.10) 
2) 格 式 的 稳定 性 分 析 
R, 可 解 耗 散 ,满足 公式 (3. 54),R, (<1),R:(Nh<1/2) 为 耗 
散 格 式 ,R; 为 西 格 式 . 故 采用 3) 中 适当 联接 关系 后 ,定理 3.13 的 
条 件 满足 , 故 多 重 套 网 格 差分 格式 (4. ORMARE. 
3)Ri 门 Ri 的 联接 条 件 可 按 (4. 3),(4. 4) 选 取 . 
4) 数 据 及 计算 结果 
Nis n n n. mn ne UCx't) e=max|U(x;,t,)— v| 
40| 20 10 20 10 20 10 |sin(x+t)| 6.7417。10-: 
8o| 40 20 40 20 40 20 |sin(x+t)| 3.6152. 107? 
由 此 可 见 误 差 为 D(h), 即 R, 的 截断 误差 . 


算 例 ( 七 ) 
DER 


2 


Ru:v3r 一 vi 十 NGCv — ve). 
Reyi =v + AN Cva = nl) 
Rav =v HA Cva ag 1) — (vi? 一 4v 

十 6v 和 :一 4 十 v )/64. (j=n,+2,-:,m,— 2) 
JR =v (vta vta 24A 2 /2 4.11) 

(j=m,+ 1.,---.m;,—1) 

Rev =v HA CBGP — P.) vh Hv )/6 
HAv V. iva 1))/6. 
G=m, +2, m, 4-2 (N 一 n))》 

2) 格 式 的 稳定 性 分 析 

R。 为 可 解 耗 散 ,R,ON<1l) ,Ra< V3/2),R, GO <1) 分 别 
为 西 格 式 , 耗 散 格式 , 耗 散 格式 . 对 R 现 用 中 一 ze 代入 R,, 得 特 
征 方程 式 为 

2 一 2 十 和 [8Cx 一 x ') — (x: — x-2)]/6 
+ 2 [xt — x: -- 2(x 一 x-1)]/6. 
当 x 一 es 时 得 z:=z !' 十 2i 和 (4 一 cos0)sin8/3 十 2i 和 (cos9 一 1)sin8/3. 
令 b= 一 2XL(4--Xz)sin6 一 (1 一 Xz)sintcos6]/3. WEK |A| <1 时， 
|b|<2. °° |b|< (2x⁄3)[(4—2!)sin0— ((1—21)/2)sin28] 
G4 XLD (2/3 [4A +A — A) /2]=A3— 12. (|x |<1) 
得 z? +ibz—1=0 解 得 z= (--ib+ (4—b1)12)/2 k34 A<1 Bf |z | 
=LA R, JERR. 并 采取 3) 中 的 联接 条 件 。 
定理 3. 13 的 条 件 全 部 满足 , 故 多 重 套 网 格 差分 逼近 Re, 十 R， 

十 R: 十 R: 十 R,(4. 11) 为 耦合 稳定 . 


3)Ri 站 Ri 1 联接 条 件 
例如 对 于 R NR, H4. 3) 得 
[Cr 一 


lw = va + MCh ee — VRD. 
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注意 上 述 第 二 式 也 可 用 . 
Vv -2 — Ve) 
— (ve — Avie + Gvad, — avi? + val)/64 
代替 ,因为 M= 2 为 整数 倍 的 原故 . 其 它 的 联接 关系 也 同 理 类 推 . 
4) 数 据 及 计算 结果 
N| m ü ha U; | U(x,t) [max [Ü (x;,t.)— v| 
40|20 10 20 10|sin(xt+O)) 8.6207.10 
8040 20 40 20| sin(x+t) 2.059710 
16080 40 80 40|xin(x+t) | 5.047410" 
这 表示 误差 为 QCbh*). 
$4.4 M2>1M 非 整数 pi>1,r-,>1 及 联接 技巧 . 
(1) 联 接 技巧 “在 本 情况 下 ,R, 或 R;., 的 特征 方程 式 均 有 和 多 
AKARI ISh |x "<1. 因此 要 确定 (x)* 关 (xt*")', 或 
(xD) 1 关 (xt™”) 的 条 件 是 非常 复杂 的 . 而 且 这 时 的 联接 条 件 用 
插值 形式 ,因此 判定 Det]... u 0 条 件 更 为 复杂 .特别 是 对 于 两 个 
高 次 代数 方程 模 为 1 的 根 ,要 判定 其 不 相等 是 很 困难 的 . 但 我 们 可 
以 用 下 列 的 联接 技巧 , 绕 过 这 个 困难 . 
联接 技巧 ; 在 R, 及 R,., 的 联接 关系 中 , 设 R, 及 R;,; 为 柯 西 
稳定 . M 六 1,M 非 整 数 ,同时 pi>l,r+>1. 因 此 在 区 间 [i- 一 1. 训 的 
末端 有 pi 个 U” 不 能 用 R, 格式 决定 . 因为 它 需 用 到 (i,i 十 1) 中 的 
点 ,由 于 M 非 整 数 , 扩 展 后 ,-- 般 找 不 到 其 对 应 点 . 若 用 插值 法 计 
算 , 但 判定 (Xe 天 (xD) 或 GD) 天 (xfr58) 或 判定 DetJi, 
天 0 义 有 困难 . 同 理 在 [i, 十 1 的 开始 有 rs 个 US 也 同样 不 能 决 
定 . 因此 . 视 这 prad 个 点 为 新 的 区 间 E... (mi 一 pp 十 1,…， 
mra- DEH RER Lax Wendvoff 格式 Qi 如下: 
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fut = u! Nu — ut.,)/2 + A (un, — 2u + u;.,)/2. 

| (v = m, — pi tleem — 1) 

jana ak H Aoa /2 
Qand +M, CUR = 2ul, + ub 2. 

aP = el 02 

i + (X...) (ul,  — 23: + u: .,)/2. 

l (v = m, + 1, m, +r: 1 

(4.12) 
并 用 Q... = Qi. HQE 一 Qi + 表示 ,其 中 
o= nini, 的 最 大 公约 数 .a = n,..,/o,B = ni/acNirl = o /N. 
(4.13) 

(2) 稳 定 分 析 ”现在 (i 一 1,i+1) 中 有 三 个 格式 , 即 R Quii 

Ra 因此 R. 与 Ri, 的 联接 看 合 疝 题 ,分 解 为 下 列 三 个 问题 : 
(19)Ri,Qin 同 -- 步 长 ,不 同 格式 的 联接 亲 西 看 合 稳定 问题 . 
EOE ,中 同 -- 格 式 Qi 但 不 同步 长 的 柯 西 硝 合 稳定 问题. 
(3°)Q,.. i Ri 的 联接 柯 西 看 合 稳定 问题 . 

车 上 述 三 个 问题 均 为 纯 初 值 柯 西 损 合 稳定 ,那么 多 重 套 网 格 
差分 格式 也 必 为 耦合 稳定 - 

(Ri 十 Qi 的 看 合 问题 . 由 于 “1)Ri,Qi-: 分 别 为 柯 西 稳定 
格式 Dra= bR Ms=hy/h =1， 3)Qis+1 为 耗 散 格 
式 . 故 由 引 理 3.18 AARAA AE. ( 注 : 引 理 3. 18 对 于 M=1 
也 成 立 . ) 

(2")E,i+i 中 同一 格式 不 同步 长 的 耦合 柯 西 稳定 问题 . hit 定 
EE ( OP. 221) 可 知 对 于 L- W 耗 散 格式 ,在 适当 的 中 介面 条 件 , 必 
为 耦合 稳定 . 在 (4. 12;) 中 ,u%4.,us-s 实 际 是 对 称 点 , 故 已 用 到 这 些 
中 介面 条 件 . 故 在 Ei 中 Q... 988 6 BJ 8 fe E. 

(3)Qi ,Ri 的 耦合 问题 . 1)Qii.1,Ri1 分 别 为 柯 西 稳定 . 

一 169 一 


2)p=1,M.. i= 1. 31 Qi. HEARR. 同 理由 引 理 3. 18 可 
知 其 为 初 值 问 题 柯 西 稳定 . ( 注 : 引 理 3.18 对 于 M=1 也 成 立 . ) 
因此 对 于 Ri,R,-: 当 M 非 整数 ,rn-:>1，,pi>1 虽然 它 分 别 单 
个 为 柯 西 稳定 ,联合 起 来 ,不 一 定 为 耦合 稳定 . 但 在 其 中 插入 L-W 
格式 Qi,-, 后 变 为 互相 耦合 的 R+ Qiir: 十 R, 柯 西 稳定 格式 . 这 
称 为 稳定 的 联接 技巧 . 
(3) 算 例 ( 八 ) 
DER 
Rovot = (0-A ve H2 vD AHA). 
vit = (1 =A, vi + 2v) / CHA). 
Rw = tN va Ia 
十 6v Av itv 2)/64. (j=2,--,n —2) 
Rivit =v A 8v BV? vea tv) /6. 
(j=n,+2.- ,mz:--2) 
Riv = HA, Bva Bt) /6 
HN COV- 2l vha —v1. ))/6. 
(G=m; +2, ms- 2) 
R,=R,. (j=m, +2, m2) R; =R, G=m,+2,-*,m,—2) 
IR ,=R,. G=m; +2, .m +2(N--n)) 


(4.14) 

2) 格 式 的 稳定 性 分 析 
Re 为 可 解 耗 散 . Ra O S V3/2) 为 耗 获 . Rs, R, 55 x, < 
0.728745, 入 性 1 时 为 西 格 式 . 上 述 格式 的 联结 条 件 Ri; 门 Ri 中 , 均 
不 满足 ,==1 或 p;==1. 因 为 所 有 格式 均 有 r==2,p=2 的 原故 . 若 
A (N,N Nn: rasni nson) = (40, 15,20,25,15, 20,25) m ie a 4% 


M 均 不 是 整数 . 故 2 R,(4. 14) 一 般 不 是 多 重大 网 格 攀 合 稳定 格 
10 > 


式 . 

3) 联 接 技巧 的 应 用 

现 应 用 公式 (4. IDE Ri,Ri-: 中 插入 Qua GALE ENK 
差分 格式 : 

Res Ri ,Qi R:,Q: Ri,Q: R Q. Rs Qs Ry. (4.15) 

由 上 述 分 析 可 知 

Qi 分 别 为 GG 二 1,… ,5) 纯 初 值 问题 柯 西 稳定 . 

2)R;(i= 二 1,…6) 分 别 为 柯 西 稳定 格式 . 

3)R,1Q,.,Q, N Ros R, 1Q,..,Q, N Ras R, Q... Q... A 
RoR NQ. Qus NR: Rs 1Q....Q. IR, JW 6 ipta =. 

4)Qis+i(Gi=1,…，5) 为 耗 散 格式 . 

5)R。 为 可 解 耗 散 格式 并 满足 (3. 54). 
因此 由 引 理 3. 18, 引 理 3. 5 ,定理 3. 1 ,定理 3. 2 可 知 (4.15) 多 重 
套 网 格 差分 格式 为 耦合 稳定 . 

4) 数 据 及 计算 结果 


Nin n n, n ns n | UCx,t) max |u(x;,t,) —vr| 
Lh e, 
) 


40| 15 20 25 15 20 25 e+ 2. 8162 + 10° 
I 
80 30 40 50 30 40 50 sin(x+t)) 7.070810 * 


160 60 80 100 60 80 100 esol 1. 7677 « 10“ 


这 表示 误差 为 O(h?)， 

§4.5 M>1,M 为 不 可 解 通 约 的 非 整 数 ,Pi>1,r-,>>1 全 能 
联接 格式 . 

前 节 方 法 尚 有 一 个 缺点 , 即 当 M 为 不 可 通 约 的 非 整数 ,( 或 为 
无 理 数 ) 即 (4. 13) 中 ni ,ni* :为 互 质 即 除 1 外 没有 最 大 公约 数 时 ,这 
时 (4. 12) 的 第 二 式 的 步 长 只 好 到 为 整个 区 间 ,那么 误差 就 很 大 了 . 
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故 设法 寻求 一 个 比 工 W 格式 更 好 的 差分 格式 作为 Q... ,使 R. 
Q. R. WERE. 并 且 对 于 任意 分 别 柯 西 稳定 的 Ri,Ri;, 不 论 
M 是 否 整数 ,是 否 可 通 药 ,而 且 pi>l,r-:>1 均 可 相互 耦合 稳定 ， 
这 称 为 具有 全 能 的 褐 合 稳定 性 质 . 这 个 格式 就 是 耗 散 的 向 前 尤 拉 
格式 : 


人 =u (uy, — w), 
| =m pi l,m— 1) 
Q... _ (4.16) 
[uT = u; + X. (us, — uy). 
I (v= mos m + ra — D) 


上 述 两 式 分 别 用 Qi AR 表示. 

全 能 联接 格式 Q... 耦合 稳定 性 质 的 分 析 . 

由 于 在 [i--1,i[i,i 十 1] 中 有 三 个 格式 ,R,Qii-i, Ri 其 中 
Qun A ROR- 的 联结 条 件 . 故 Ri,R-, 的 于 合 问题 可 分 为 三 个 问 
题 ; 

(DR .,QS W; 88 r BA E. 由 于 R, 为 柯 西 稳定 格式 ,而 QOU, 
为 耗 散 格式 ,M=1,r-: 一 0, 而 且 均 为 不 超过 三 层 的 格式 , 故 引 理 
3. 14, 引 理 3.18 的 条 件 满足 , 故 R.,Q YU ,为 耦合 柯 西 稳定 . 

DE FERRERAS EE. XIN Q QO. J 9 6 
格式 ,M> 1,r = 一 0,pi=1 由 于 Q2. ,是 自 开始 格式 ,可 接 在 任何 
稳定 的 格式 之 后 ,由 于 引 理 3. 18 条 件 满 足 , 故 Qu. Q ,为 耦合 
柯 西 稳定 . 

(3)Q' R -的 耦合 稳定 性 质 . 同 (1) 相 似 ,M=1,Pi=1,Q93， 
为 耗 散 不 超过 := 屋 格 式 ,由 引 理 3. 18 可 知 QR ,Ri 为 轧 合 柯 西 
稳定 . 

全 能 稳定 的 联接 格式 (4. 16),( 注 :这 指 对 于 固定 微分 方程 
(4.1) 而 言 , 即 若 (4. 1) 改 变 , 当 然 (4.16) 也 相应 改变 . ) 由 于 QO, 
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及 Qi FJ R 3 Ë RER. 因 Q. ,有 r... = 0, T 1 fE tE 
ERAR 之 后 . X Q ,是 自 开始 的 . pi=1. 故 任意 稳定 格式 Ri 
可 接 在 其 后 . 正 因为 它 是 单 边 格式 ,因此 在 两 个 区 间 交 界 点 应 用 此 
格式 时 ,不 存在 -- 个 格式 跨 过 两 个 区 间 的 耦合 问题 .因此 不 论 两 区 
间 的 网 格 比 M 是 否 整数 ,可 约 与 否 ,这 些 格式 均 可 应 用 具有 这 种 
性 质 的 格式 来 联接 , 故 (4. 16) 称 为 全 能 的 耦合 稳定 格式 . 这 种 方法 
称 为 陈 氏 全 能 粳 合 稳定 联接 方法 . 
算 例 ( 九 ) 
(1) 格 式 
RoR; upt =u +À, (hu —3u- up. )/2 
二 和 tu- 2un +un)/2. (j-=0.1,-. n, 一 2) 
R,; w= TN ur, )— (ur. Au, 
+6uP —4uP'/ +u 2)/64. G=m, +2, ,mz -2) 
Ry: upt =u +A (Bu —ur a) 
一 (ur 一 由  ,))/6. (=m,+2,**,m,—2) 
Ri: ut =u HAB Ua 一 bu ueu ,))/6 
Hilu- u 2 1))/6. (j=m,+2,**,m.+2(N—n)) 
(4.17) 
(2) 格 式 (4.17) 的 稳定 分 析 
现 根据 5 判别 法 应 用 付 氏 分 析 法 计算 R。,R, 的 特征 方程 式 
X z=1-4)(1-- A$) (2— A; )sin? (0/2). KOA, <1) 11 R, 为 耗 散 自 
开始 的 格式 . R, 当 u< V 3 /2 时 为 耗 散 格式 . R, 当 X, <0. 728745 
时 为 酉 格式 . R, 当 ASI 时 也 为 西 格 式 . 这 些 格式 均 有 p= r=2. 


REPR 不 是 多 重 套 网 格 糯 合 稳定 格式 . 
at 7 Sasa 


(3) a G uE Sa (4. 16) 的 引入 .现在 Ri,Rin(i=1,2， 

3) 中 插入 格式 (4.16) 使 (4.17) 变 为 
R, + R, + Qie + R, + Q.., + R; 十 Qi 十 Ri (4.18) 

故 得 

1) (4. 18) 中 相 邻 格式 中 至 少 有 一 为 耗 散 ,并 具有 r. =0, 
或 p=1. 

2) Ri(Gi=l,2,3,4)Qir(i 一 1,2,3) 分 别 对 于 柯 西 问题 相 容 
稳定 . 

3) 相 邻 区 间 网 格 比 M>1 为 非 整数 ,或 不 可 通 约 的 分 数 . 

4) 〈4. 18) 相 邻 格式 至 少 有 一 为 耗 散 ,至 少 有 一 不 超过 三 层 . 

5) R 可 解 耗 散 . 

6) Reé(z,1)= (z—1—à)(4x—3—xt)/2—2t (xt — 2x + 1)/ 
2) |an =2—1#Æ0. ( |z] =1.z2Z1). 

故 定理 3.13 的 条 件 满 足 , 可 知 (4. 18) 84 RE $E Pd 1638 REE 
的 差分 格式 . 

(4) 数 值 计算 结果 . 

对 于 方程 (4.1) 初 值 为 uC(x,0)=-sinx. 应 用 差分 逼近 (4, 17) 
及 (4.18) 得 


N|n n m wi U(x,t) |max|u(x;t,)—u; | 


40 | 13 19 15 17 |sin(x+t) 3.7709。10 


80 26 38 30 34 |sin(x 十 t) 9.4771 - 10" 
160| 52 76 60 68 |sin(x+t)| 2.361810" 
这 表示 误差 为 OCh?). 


s= 19 == 


$5 双 曲 型 方程 双边 值 问 题 多 重大 ,网 格 差 
分 方程 的 稳定 性 判别 方法 


35.13 引 言 。” 关于 双 曲 型 方程 初 边 值 问题 多 重 套 网 格 有 限 
差分 法 的 稳定 性 问题 的 研究 ,已 见 李 欣 已 . 陈 传 淡 等 最 近 的 工 
MEOD, 现 把 此 种 思想 推广 到 双 曲 型 方程 的 双边 值 问题 上 
去 ,并 得 到 一 些 简 便 的 稳定 性 判别 方法 ,最 后 还 附 一 个 双边 值 问题 
多 重 套 网 格 差分 方法 耦合 稳定 的 计算 实例 . 

对 于 双 曲 型 偏 微分 方程 双边 值 问题 的 差分 逼近 的 模型 问题 

M/R = /æx, u(x, 0) = f(x),u(1,t) = @(t), 
(0< x< 1,0=< t< co) (5.1) 
在 (0 委 x 委 1) 中 双边 值 问题 差分 逼近 ,一 般 给 出 如 下 :在 x=0 附 
近 差 分 格式 设 为 Au, 在 区 间 中 基本 差分 格式 设 为 Ai, 在 x=1 边 
界 的 差分 格式 , 设 为 A:. 合 书 为 如 下 形式 : 

A. +A, +A, (0<x<1,tZ 0) (S.2) 
关于 这 些 格式 的 稳定 性 判别 法 为 :( 人 参看“ P. 660 —P. 661 的 定理 
5.4 或 第 二 章 定理 2. 6) 

引 理 5.1 ”考虑 在 (0<x1,t 之 0) 中 的 双边 值 问题 的 差分 
逼近 (5.2). 若 1) 对 于 四 分 之 一 平面 左 单 边 值 问题 A, A, 0x 
<<co) 为 稳定 . 2) 对 于 四 分 之 一 右 单 边 值 问 题 A,A:( 一 c<x 魏 
1) 为 稳定 , 则 双边 值 问题 (5.2) 也 为 稳定 . 

双 曲 型 方程 双边 值 问题 多 重 套 网 格 差 分 下 近 式 

设 在 [0, 菇 中 分 为 n 个 小 区 间 ,[0,ai],[a,az]…[a ,1], 第 i 
区 间 中 的 网 格 函数 用 PORR. 

设 初 始 格式 为 
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RoT uP +ik)= DTaP a- ok). 


T= DGE. w=0,r 1) (5.3) 
而 在 Ci 一 1.1151 的 基本 内 点 格式 为 : 


RQU uP GHk) = 2. Que (t— k), 


QP= MALE, G=1l,+,n). 6.49) 


Gi=]),v= t, Nip i= 2N, dr 


m,— pzs" m; = >n) 
ri 


以 及 R,,R;, ,中 的 联接 关系 R (IR. (i 二 1,…,n 一 1). 设 右边 值 条 
件 为 ; 


ResT um tk)= 27 Tau (tok), 


T= ETE. (u=mi—pi-+1,**,m) 6.5) 
(5.3),(5.4),《5.5) 联 合 书 为 形式 ， 
R, + R, — += + R. + + — R, + RnR N R... 
G= 1n 1) (5.6) 
现在 讨论 如 何 应 用 上 述 引 理 5.1 R (5.668 6 RERI. 3 
此 , 先 述 关于 单 边 值 问题 多 重 套 网 格 方法 的 稳定 性 判别 条 件 . 
引 理 $5.2 ”( 参 看 "中 定理 2.1 或 本 章 $ 2 定理 2.3) 单 边 
值 问题 二 重 套 网 格 差 分 方法 Ro 十 Ri 十 R;: 若 问题 A: 初 边 值 问题 
差分 方法 Ro 十 Ri 为 G. K. S. 稳定 . 问题 B: 纯 初 值 问题 差分 方法 
R,+R, 为 耦合 稳定 . 则 二 重 套 网 格 差分 方法 R. +R, +R, wE 
合 G.K.S. 稳定 . 
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引 理 $. 3 (参看 只 中 定理 ," 定理 2. 2, 或 本 章 $ 3 定理 
3.2) 双 曲 型 方程 单 边 值 问题 n 重 套 网 格 差分 格式 MND: DR 
(ic=0,1,…,n),R,mR, ARMA G.K S. 稳定 判别 条 件 的 代数 形 
式 为 ; 

Det], jo Fn (ziii hena En 

上 述 引 理 中 悦 R R, :的 反射 R. ,的 内 根 .( 即 Rio FAR f 
倒数 ,理由 见 后 ) 辣 R. 的 内 根 的 线性 组 合 ,组 合 系数 为 o= (oa ,os 
MRA R NR, 后 所 得 到 的 线性 方程 组 ] 1. o = 0 的 系数 所 组 成 
的 和 矩阵. 特别 是 J 为 R, 的 特征 方程 式 良 ,(x,z)==0(|z| 宇 1) 的 内 
根 的 线性 组 合 代入 边界 条 件 R. 所 得 线性 方程 组 Juz=0 的 系数 矩 
阵 . 而 Jr: 的 意义 如 下 . 先 把 右 单 边 倘 河 题 R. +R. £ PLE SIF 
变 为 左 单 边 值 问题 及 ,十 KR. 把 R, 的 特征 方程 的 内 根 的 线性 组 
合 ,也 就 是 R, 的 外 根 的 倒数 的 线性 组 合 , 代 入 边界 条 件 及 ,, ,所 得 
的 线性 方程 组 J... o= 0 的 系数 矩阵 就 是 Js, 

由 于 R 的 特征 方程 为 


LO ` 
pao == DAN, — MAP "x. 


G= 1 ,nn) (5. 8) 
故 其 反射 后 的 特征 方程 式 为 ( 即 把 x 改 为 x ?》 
p.(z.x) = Sa”, es SA9; syz" 


eo 


me > (AË. _ X AS Dy, 
opr r] 


7 


$ ASAS 得 


< 一 / 


pry 


BeO = X AP, = DAP? ° xi = p(z,x 1). 6.9) 


RTS 


由 此 可 知 R; 的 内 根 为 Ri 外 根 的 倒数 . 

引 理 5.4 (参看 "中 引 理 2 或 "中 定理 4. 1 或 本 章 8 3 
引 理 3.5) 

差分 格式 R, 十 Ri,RimR,-: 相 耦合 稳定 的 充 要 条 件 为 

Det, 2) 0, l> (5.10) 

HF Jii fJ & E. 

$5.2 MAWES EAEE OREA) 

对 于 格式 (5. 6) 现 根据 引 理 5. 1, 引 理 5. 2, 用 不 同 的 方法 来 处 


理 这 个 问题 ,其 方法 之 一 为 把 (5. 6 分解 为 如 下 的 三 个 格式 集合 : 
[on o Ao. 


DR. 视 为 内 点 基本 格式 A.. (5. 11) 
(3)R.- 十 … 十 Re+: 视 为 右边 界 条 件 A 
那么 由 引 理 5. 1 可 知 若 
Joe 左 初 边 值 问题 AA, 为 稳定 . (0 < x < co) 
\(2) 右 初 边 值 问 题 ATA. 为 稳定 . (— oo < x < 1) 
则 双边 值 问题 AAA: 也 为 稳定 . 
再 由 引 理 5. 3 可 知 当 
DetJ; 1,(z) 60. (|z| >1,i = 1,2,,w) (5.13) 
则 左 初 边 值 问题 AA, XG. K. S. 稳定 . 
对 于 右 初 边 值 问题 A.A, 的 G. K. S. 稳定 性 判别 条 件 , 有 如 下 
的 定理 ， 


(S.12) 


定理 $.1 # 
DetJi.,,,(z) # 0. (|z! 22 1,i =w +1, n+ 1) (5.14) 
则 右 初 边 值 问题 


Ri 二 Rs 十 十 Ro 十 RooRiN Rin (5.15) 
G =+ l: n, — o < x < 1) 
3 G.K.S. 稳定 . 
w 198: 


证 ” 现 用 数学 归纳 法 证 明 上 述 结果 : 
(1) 先 证 w=n 一 2 时 ,定理 5. 1 成 立 . 这 时 (5.15) 为 
R。: + R. + RR N RaRa N R..,.(— so < x < 1) 
(5.16) 
再 由 反射 变换 ,把 上 式 变 为 
Ra +R, +R (入 x<ecc) 
由 引 理 5. 2, 引 理 5.3 可 知 这 是 二 重 套 网 格 差 分 格式 . 其 稳定 性 判 
WREX: 
DetJ,。 Æ 0,Detj 260. (|z| 21) 
故 由 引 理 5. 2, 引 理 5.3 可 知 定理 5. 1 对 于 o=n- 2 为 成 立 的 . 
(2) 其 次 设 w=k 时 ,定理 5. 1 成 立 . 即 若 
DetJ,-u 20, G = k+ ,* n + 1,|z| 21) 
则 
R. + R + + R. R NR G = k.,n) 
为 右 单 边 值 问题 G. K.S. 稳定 . 
(3) 现 证 当 w=k—1 时 定理 5. 1 也 成 立 . 
证 ”由 于 右 单 边 值 问题 Rui 十 Rs 十 … 十 Ro 反射 后 变 为 
左 单 边 值 问题 : 
Raa +R. + + Re. (5.17) 
根据 "及 中 的 结果 (或 参看 本 章 § 3 定理 3. 1) ,其 稳定 性 判别 法 
可 分 解 为 
BEA — Reite tR +R 的 初 边 值 问 题 的 稳定 性 . BD 
把 R. te +R =R 视 为 K 的 边界 条 件 , 这 时 问题 A 即 为 R' 
+R, 的 稳定 性 问题 . 
问题 B 。 KR 十 Ri- 的 耦合 纯 初 值 问题 的 稳定 性 . 
但 由 (2) 可 知 问题 A 的 稳定 性 判别 条 件 为 
Det. 0. G =k + 1,--,n + 1) (5.18) 
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这 时 Rij 一 二 RR YR. G= k. .n) 9398888 G. K. S. 
稳定 . 其 次 对 于 问题 B 其 稳定 条 件 由 引 理 5. 4 可 知 当 
Deh ja 20 zlep) (5.19) 
MRR OR. IR, ,为 纯 初 值 问题 柯 西 稳定 . 联合 (5. 18), (5. 
19) 即 (5.14) 成 并 时 .5.47) 为 左 单 边 值 问题 G.K.S. 稳定 . 再 反 
射 回来 , 即 但 (5.15) 为 右 单 边 值 问题 多 重 套 网 格 方法 G.K.S. 稳 
定 . 故 w=k--1 时 定理 5.1 也 成 立 . 定理 5.1 证 毕 . 
注 ， MER RALAR ud, tD =p ,因此 它 的 齐 
次 简化 问题 边界 条 件 的 特征 方程 式 为 良 ,二 z"*!'x’'=0. 由 于 |z| 之 
1 故 良 ,=0 时 只 有 和 零 内 根 x=0. 但 R, 由 假定 A ,AsW 非 奇 ,不 
存在 零 内 根 , 即 R. 的 外 根 x 的 倒数 有 界 . 把 它 代 入 边界 条 件 R 
=z" (50, HH. O. Kreiss 判别 初 边 值 稳定 性 定理 可 知 R, 
+R,. B W A G. K. S. 稳定 的 .换言之 ,右边 值 问 题 当 边 界 条 件 取 
Au =u te 时 常 为 稳定 . 事实 上 ,外 流 微 分 方程 经 过 反射 
变 为 内 流 方程 式 . 我 们 已 知 ,对 于 初 边 值 问题 内 流 方程 式 时 常 为 稳 
宝 的 原故 . (参看 "中 引 理 2. 5) 
HARG. 13),(5. 14) 及 引 理 5.1 得 
定理 5.2 ”关于 双边 值 问题 5. 1 的 多 重 套 网 格 差分 方法 
(5. 6) 看 合 稳定 的 代数 条 件 为 
Det], (za 0. (i= l,en + 1,]|221) (5.20) 


8$5.3 方 法 (二 ) 在 定理 5. 1,5. 2 的 证 明 中 ,双边 值 问题 
多 重 套 网 格 差 分 方法 的 稳定 性 ,是 而 对 于 A A A: 的 选取 有 关 
R E BIJE A A Ar 的 某 种 选取 方法 而 出 现 不 稳定 的 情况 呢 ? 
或 出 现 了 不 同 的 稳定 条 件 呢 ? 问题 的 答案 是 不 会 的 . 现 用 方法 
(二 ) 说 明 此 问题 .由 引 理 5. 1 及 引 理 5.2, 则 双边 问题 多 重 套 网 格 
差分 逼近 (5. 6) 也 可 分 解 为 如 下 的 形式 
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R, 为 左边 界 条 件 At， 
Rite >R, 为 内 点 格式 A, (5.21) 
Ro HRU E fk A. 
注意 ;公式 (5.11) 玉 公式 55. 21) 代 表 了 各 种 分 解 方法 的 极端 
情形 ,由 证 明 过 程 可 知 , 它 包括 了 一 切 的 分 解 方 法 . 故 (5. 66588 C; 
稳定 问题 由 引 理 5. 1 化 为 
(DHE A: AtA 左 初 边 问题 稳定 性 . 
LOHE B A+A, 右 初 边 值 问题 稳定 性 ， 
人 问题 A:A, 十 A; 左 初 边 值 问 题 的 玖 定 分 析 , 由 引 理 5. 3 其 
稳定 性 判别 条 件 为 : 
DetJii(z) 220. G= 1.2,=-.n,|z|221) (5.23) 
四 问题 B: A, + A, 右 初 边 值 问题 的 稳定 分 析 , 首 先 我 们 用 折 
重 方 法 把 它 转 化 为 左 初 边 值 问题 
R. +R ++ +R. (=< x< >o) (5.24) 
由 引 理 5.3 可 知 其 稳定 条 件 为 R +R GRANAR ,G-2,:..n+ 
DR TEER HHE Ri 的 内 根 及 R. ,的 外 根 的 倒数 代入 RA 
KR-, 即 得 : 


(5. 22) 


Deth u0. G=2 en + 1) (5. 25) 
当 它 满足 时 ,由 引 理 5. 3 可 知 左 初 边 值 问 题 为 稳定 的 . 经 过 反射 后 
得 

A, + A, = R, + R, + … 十 R。， 
它 为 右 初 边 值 问 题 稳定 ,把 条 件 (5. 25).(5. 23? 联 合 起 来 即 得 (5. 
20). 由 引 理 5.1 可 知 双边 值 问题 套 网 格 方法 差分 近 近 (5. 6) 为 稳 
定 . 

这 便 是 定理 5. 2 的 另 一 证 明 . 由 相同 的 条 件 (5. 20) 得 到 相同 
的 结果 ,由 证 明 的 步骤 中 可 看 到 , 同 分 解 的 方式 (5. 11)，, (5. 21) 无 
关 , 只 是 方法 不 同 而 已 . 
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S5.4 ”简便 的 稳定 性 判别 法 

双边 值 问题 多 重 套 网 格 差分 逼近 方法 (5. 6) 的 稳定 性 判别 法 
(5.20). 应 用 起 来 是 比较 不 方便 . 首先 要 解 代数 方程 组 , 求 出 Ri 内 
根 及 Ri-, 外 根 的 倒数 . 它 的 线性 组 合 系数 为 "= (co,…), 再 代 
入 Ri 1 门 Ri 得 到 1.,0==0. 还 要 寻求 判别 DetJ;_1. 才 0 的 条 件 , 其 
中 均 为 烦 杂 的 代数 运算 . 现 应 用 下 列 引 理 , 可 以 把 判别 方法 大 大 简 
化 . 

引 理 $.$ (参看 "中 引 理 5(M=1) 及 引 理 8(M>1) 及 55 
中 推论 4. 1 或 本 章 8 3 引 理 3. 18) 设 

1)Ri,Ri- 分 别 为 柯 西 相 容 稳定 . 

DR Ra DDH AHER. 

3M2>1 为 整数 及 pi=1 R ral RE. 

4)R; R R EDA -RHE 
则 RHR- ORNAR- 8 6 5698 a E. 

注 ， 当 M=1 时 ,情形 更 简单 ,上 述 定理 仍 成 立 . 

引 理 $.6 ”( 参 看 中 定理 3. 1 一 3. 4, 或 参看 第 三 章 定理 1. 
2 至 1.5) 外 流 微分 方程 式 (5. 1) 的 差分 逼近 R +R, 若 满 足下 
列 4 组 条 件 之 一 者 , 则 为 初 边 值 问题 R.+ R, 稳定 . 

1) 若 号 基本 格式 R, 为 两 层 耗 散 ， @ 边 界 条 件 Re 的 特征 方 
程式 满足 良 ,(z,x) 冯 0. (jz 三 1,0< xl<1) 

DEOR WHER. (R. 特征 方程 满足 良 ,(z,x) 取 0. (|z |Z 
1,0<|x|<1) @ER,,G,1)0.([z]=1,z=1) 

DEOR JERK. R G. D#0. (dzl=1,z#) @R。 可 
解 耗 散 满足 V-N 条 件 . 

4) 若 ODR, 为 耗 散 或 丁 格 式 . @R。(z,1) 天 0. (|z|=1,z 关 1) 
OR 可 解 耗 散 . 

定理 5$.3 # 
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OR ,Ri 分 别 对 于 柯 西 问题 耦合 稳定 . 
p=, R rnal 
人 @M>1 为 整数 ,r =1, E r =l sk r =0. 
@R, RR, 至少 有 一 为 耗 散 及 至 少 有 一 不 超过 三 层 . (以 上 
条 件 是 满足 引 理 5. 5 的 条 件 ) 
ORR R HR -分别 为 左 及 在 初 边 值 问题 稳定 . ( 即 满足 
引 理 5.6 的 4 组 条 件 之 一 者 
则 双边 值 问题 多 重 套 网 格 差分 逼近 (5. 6 为 耦合 稳定 ， 
证 ”由 引 理 5.5 及 引 理 5. 6 及 定理 5. 2 即 得 . 
$5.5 M>1,M 非 整 数 ,p; 或 r--, 均 不 为 1 的 情形 下 Ri 十 
Ri 的 全 能 联接 技巧 
在 上 述 情形 下 , 引 理 5. 5, 引 理 5. 6, 定 理 5. 3 均 不 能 用 . 这 时 
联接 条 件 非常 复杂 ,因为 它 不 能 应 用 直接 转移 的 联接 关系 . 任何 一 
区 间 的 网 格 点 扩展 到 另 一 区 问 中 均 没 有 其 对 应 点 ,只 能 用 线性 插 
值 方 法 . 因此 判定 DetJ,_1.; 关 0 的 条 件 是 很 复杂 的 . 我 们 采取 下 列 
方法 绕 过 这 个 困难 . 其 主要 原因 在 于 不 能 应 用 直接 转移 的 联接 关 
系 . 因 p >1 故 在 [i 一 1, 让 区 间 的 末端 ,有 p 点 不 能 应 用 R. 格式 . 
AAR 方程 的 网 格 点 会 超出 [i 一 1,i] 之 外 .由 于 M>1 非 整数 ,而 
下 一 区 间 [i,i 十 可 又 没有 扩展 后 的 对 应 点 . 同 理 ,在 区 间 [i,i 十 1] 
中 的 开头 rn- 点 不 能 应 用 Ri- ,格式 . 因为 这 时 有 些 网 格 点 会 超出 
该 区 间 之 外 . 由 于 M 六 1 非 整数 , 故 上 一 区 间 没 有 它 扩展 后 的 对 应 
点 . 
因此 ,我 们 把 这 些 9 十 一 上 点 作为 新 的 区 间 Eii-1, 在 其 中 
应 用 全 能 的 耗 散 向 前 欧 拉 格式 Qisa: 
Vv 和). =m—pt+1l, ,m1) 
Qu = v+ M. (v  — vD). (j= mesm + ra — 1) 
(5.26) 
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因此 在 [i 一 1,i 十 1] 中 有 三 个 格式 , 即 R..Q.u. .R..,. 现 证 明 插 入 
后 为 耦合 柯 西 稳定 . 

Q T R..Q.... WRS É E. 由 于 R; REQ 为 耗 
散 格式 ,M =- lri =0.R..Q... :中 至 少 有 -- 为 耗 散 ,格式 均 不 超过 
三 层 , 由 引 理 5.5 可知 际 了 M:>1 外 所 有 条 件 完全 满足 .但 M=1 
即 步 长 不 变 ,这 时 可 知 引 理 5.5 ps. 故 R Qu ARa HNE 
E. 

Qiu PRIH 88 G; H Pi RE tE. 这 时 M>1,pi=1， 
Ti+1 王 0.Q 轩 1 为 自 开始 格式 ,两 个 部 是 耗 散 ,不 超过 三 层 , 再 一 次 
用 引 理 5. 5 ,可知 Qi 中 两 个 格式 为 精 合 柯 西 稳定 . 

Que Ri 088 (r H Fš # E TE. 这 时 M=1,p= 1, 
Q... R-: 中 至 少 有 -- 为 耗 散 .至 少 有 一 不 超过 三 层 , 故 应 用 引 理 
5.5 可 知 其 为 耦合 稳定 . 

Qi.+ 的 全 能 联接 性 质 

Q... (5. 26 ) 为 耗 散 及 pi=-1, 故 能 够 问 任 意 柯 西 稳定 的 格式 
R, 相 联 接 . 它 又 是 耗 散 自 开始 格式 ,而 且 rm. 一 0, 故 可 以 把 任意 柯 
西 稳定 格式 R-, 接 在 其 后 ,具有 此 种 性 质 的 Q;.+, 称 为 全 能 的 联接 
格式 . 故 在 R,R ,之 中 插入 Qi1(5. 26), 后 应 用 引 理 5. 5, 引 理 
5. 6, 定 理 5. 3 可 判定 多 重 套 网 格 双边 值 问题 是 看 合 稳定 . 这 称 为 
陈 氏 全 能 克 合 稳定 的 联接 方法 . 

$5.6 数值 计算 例子 

1 问题 的 提出 . 现 求 下 列 双 曲 型 问题 的 解 : 

M/A = Mx (O< x< 4, Z 0) 
<4ufx.0) = sinx. (0 <` x < 4). (5.27) 
luaso = sin(4 + t) (t22 0) 
CHRR Y uC O =sin (x 下 +). 故 可 以 作为 检查 下 列 差分 格式 
的 正确 性 的 例子 . 
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2) 应 用 格式 ; 设 在 (0,1),(1,2),(2,3),(3,4) 中 的 网 格 点 个 数 
各 为 (nnzvniyne)=(10,20,5,15) 步 长 为 1/n,1/n s 1/n,,1/ 


ü 
ns 时 间 步 数 为 np 一 20, 步 长 为 1/n. X =n/n,m= Zm, 在 各 区 间 
中 用 下 列 格式 ， 
Rob 六 :一 由 二 Nu 一 由 )， G=0,1) (5. 28) 
Riut =u" l+ Cua ud Cu una 


十 6o 一 4uf tu )/64 (j=2, m2) (5.29) 


um), == uni + À (ul, — uh) (uni — 4u! 
oy 十 Gun), — 4u5/2, + u ),)/64. 
us = un 二 À Cubes — un.) — (ut, — AUR: 
十 Guar? — 4u + 6usr-:)/64. 
(5.30) 


Raut =u ua ud. (Genl, me —1) (5.31) 
Rasi t =u) Hà Cua u) (j=m;,m,+1) (5. 32) 
Risu =u !— (un Buea Bu ,—u,)/6. (5. 33) 
(j=m:+2, "m, — 2) 
us = us Às (Uh, +a 一 8us, 十 8u2,， :一 ua-:)/6. 
us = Um, — À (Un, — Bus,+3+ Bus, -1 — Um, -2)/6. 
Roof: 一 过 十 Nu 和 一 由 /2 十 Nu 一 2 十 u-)/2， (5.35) 
(j 王 ms: 十 1, ,me 一 1) 
Resusr =sin(4—(n+1)k), (5. 36) 
其 中 Ro,R; 为 左 , 右 边界 格式 .Ri 为 (i 一 1,i? 区 间 中 的 基本 格式 ， 
Ri+ 为 Ri,Ri: 中 联接 关系 式 . 
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(5. 34) 


3) 格 式 (5. 28) 一 (5.36) 的 稳定 分 析 

OR R: 为 耗 散 格 式 . Q< V 3 /2)Ri,R, YARR. AKI. 
A,<0. 728745)R, 为 L-W 耗 散 格式 OX 过 1) 故 R. 分 别 为 柯 西 稳 
定 . 

@R, ,Ri 中 已 有 一 个 为 耗 散 ,而 且 pi =r;=1. 故 Ri.:(5. 30% 
当 于 直接 转移 关系 ,M 为 整数 . 

@R,,R, HAARR MAA pi 二 1,r; 二 2,M 二 4 为 整数 , 故 
应 用 联接 格式 (5. 26), 即 Rs.,(5. 32). 

@R,.R. 中 p:=2.r=],M=3. 联接 格式 R,.. (5. 34) 相 当 于 
用 直接 转移 格式 ,理由 同 @). 

@ 插 入 联接 关系 格式 R,:,Ri,R, 后 成 为 Re 十 Ri 十 Ri 十 R， 
+R +R +R HR HR. 这 时 相 邻 格式 至 少 有 一 为 耗 艇 ,格式 
不 超过 三 层 . 

@ 引 理 5. 6 的 4 个 条 件 中 的 3) 为 满足 , 故 RoR 为 初 边 值 问 
Bü G ÉE. R,,Rs 由 定理 5. 2 前 面 的 注 ,可 知 其 为 全 稳定 . 

由 上 述 分 析 , 可知 定 理 5. 3 中 条 件 全 部 满足 而 (5. 28) 一 
(5. 36) 双 边 值 问题 多 重 套 网 格 是 稳定 的 差分 格式 . 

4) 数 值 计 算 结 果 


n In n; n, n, 


| 真 角 u(x,t) | maxjw 一 uCxivte)| 


20|10 20 5 15| sin(x 十 t) 1. 41812 - 102 


40|20 40 10 30| sin(x+t) 4. 47086 * 107° 
80 |40 80 20 60 | sin(x+t) 1. 23549 e 107° 


160| 80 160 40 120| sin(x+t) 3. 26728 - 107+ 


320/160 32) 80 240| sin(x+t) | 8.51485 + 1075 
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由 上 述 计算 结果 可 看 出 误差 为 OCh’) 
5) 计 算 程序 

PROGRAM CH (Input ,Output); 

Const M=40; nl=20; n2=40; n3=10; n4= 30; 
Var u0,ul,u2; Array [0, 2000] of ReaL; 

n,ji Integer; 
R1,R2,R3,R4,hl,h2,h3,h4,k,e,elireaL; 

Begin rl;=n1/M; r2:=n2/M; r3; =n3/M; r4:=n4/M; 
hl;=1/nl; h2,=1/n2; h3; =1/n3; h4; =1/n4; k; =1/M; ` 
ji=0;, Repeat u0[j]J: =sin(j *hl)， 

ul[j]:=sin(k+j* hD); j: =j+1; 

untiL j>nl; 
Repeat u0[j]: =sin(1+(j—n1) + h2); 

ul[j]: =sin(1+(j—n1) * h2+k); j:=j+1; 
until jJ>n1 +n2; 
Repeat u0[j]: =sin(2+(j—n1—n2) * h3); 

ul[j]:=sin(2 十 (j 一 nl 一 n2) + h3+k); j:=j+1; 
until j>nl+n2+n3; 
Repeat u0[j]: =sin(3+(j—n1—n2—n3) * h4); 

ul[jJ: =sin(3+G—n1—n2—n3) * h4+k); ji =j+1; 
until J>n1-+-n2+n3+n4; 

n =2, 

Repeat u2[0J, =u1[0]+r1 * Cul[1] 一 al[o])， 

u2[1]J: =u1[1]J+r1 * (u1[21—u1[1J); 
= (7 


J: =2; 
Repeat u2[j]:=u0[j}+r1 * (ul[j+1]—u1[j—1J) 
一 1/64* (u0[j+-2]—4 * u0[j+1J-+6 * u0[;J 
--4 *u0[j—1J]J--u0[;—2J); j: 一 j 十 1， 

until j 一 n1 一 1 

u2[j]: =u0[j]+r1 * (ul[;j+1]J—u1[j—1]) 
一 1/64* (u0[j 十 3] 一 4* uo[j+1]+6 * u0[;J 
—4*u0[j—1]+u0[j—2]); j:=j 十 1 

u2[j]: =u0[j]+r1 * (u1[j+-2J—u1[;—1]) 
—1/64çu,[j+4]J—4 * u0[j 十 2] 十 6 * u0[;] 
—4*u0[j—1J+u0[j—2]); j=j; 

Repeat u2[j]; =u0[j]+r2* (u1[j+-1J—u1[i—1J); 
J:=)+1 

until j=n1+n2; 

u2[j]:=u1[j]+r3 = (ul [j+]; j:=j+1; 

u2[j]: =u1[j]+r3 * (u1[j+-1]—u1[;]J); j; =;j+1; 

Repeat u2[j]: =u0[j]—r3/6 * (u,[j+2J 
—8=*ul[j+1]+8*%u1[j—1]—u1[j—2J); 
j: =j+1; 

until j=n1l+n2+n3—1; 

u2[j];=u0[j]—r3/6 (u1[j+4]—8 x u1[j+1J 
+8 *ul[j— 1]—u1[j—2]); j=j; 

u2[j]: =u0[j]—r3/6* (u1[j+6]—8 *u1[j+3]J 
+8*ul[jy—1]J—-u1[j—2J); ji=j+1; 
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Repeat u2[j]: =u1[j]+ (u1[j+1]—u1[i—1J) 
*r4/24-r4* r4/2* (ul[j+ 1]—2 + ull] 
+ul0—1]);j:=j+1; 

until j=n1l+n2+n3+n4; 

u[j]:=sin(4+n * k); 

j:=0; 

Repeat u0[j]: =u1[jJ; ul[j]: =u20]; j:=j 十 1 

until jJ>n1+n2+n3+n4; 

writeln (n); 

ni=n+]1; 

until n>M; 

e:=0; j: =0; 

Repeat el; =abs(ul[j]— sin +j * h1)); 
If el>e Then e; =el; j: =j+1; 

until j=n1] +1; 

Repeat el; =abs(u1[j]—sin(2+ (j—n1) * h2)); 
if el>e Then e; =el; J: =j)+ 1: 

until j 一 nl 十 n2 十 1; 

Repeat el; =abs(u1[j]—sin(3+— (j—n1—n2) * h3)); 
H el>e Then e; =el; j: =)+ 1; 

until j=n1l+n2+n3+1; 

Repeat el: =abs(u1[j]—sin(4+ (j—n1—n2—n3) *h4)); 
If el>e Then e; =el; j:=)+1; 

until j>n] +n2+n3+n4; 
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writeln(e); 


END. 


# 本 书 第 四 章 $4 的 所 有 算 例 曾 在 1989—1992 年 度 分 
别 应 用 Basic 语言 ,Turbo 一 Pascal 4. 0 语言 在 IBM 一 PC286 ,386， 
486 计算 机 上 进行 计算 . 其 它 算 例 的 计算 程序 ,同上 述 程序 大 同 小 
异 , 因 篇 幅 关 系 , 兹 从 咯 . 在 编写 过 程 中 ,第 四 章 8 5, 韩 刹 同 志 尽 了 
很 大 的 力量 .此 外 在 计算 过 程 中 , 承 末 中 国 科学 院 计算 中 心 陈 元 生 
辐 志 , 韩 笑 同 志 以 及 厦大 数学 系 研究 生 林 才 渣 . 林 醋 、 陈 友 滨 等 五 
位 同志 ,先后 大 力 协助 ,进行 计算 , 花 了 很 多 时 间 在 计算 机 上 调试 ， 
特此 感谢 . 
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